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Abstract : We investigate the anticanonical height zeta function of a (non 
necessarily split) toric variety defined over a global field of positive characteristic, 
drawing our inspiration from the method used by Batyrev and Tschinkel to deal 
with the analogous problem over a number field. By the way, we give a detailed 
account of their method. 

Résumé : Nous étudions la fonction zêta des hauteurs anticanonique d'une 
variété torique (non nécessairement déployée) définie sur un corps global de caracté- 
ristique positive. Nous nous inspirons pour cela de la méthode utilisée par Batyrev 
et Tschinkel pour traiter la situation analogue en caractéristique zéro, méthode que 
nous rappelons d'ailleurs en détail. 
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1 Introduction 



1.1 Position et origine du problème 

Soit V une variété projective définie sur un corps global K, i.e. un corps 
de nombres ou le corps de fonctions d'une courbe projective, lisse et géométri- 
quement intègre, définie sur un corps fini. Soit H une hauteur exponentielle 
relative à un fibré en droites ample. Alors pour tout réel B le nombre 

nvAB) = #{xe V{K), H{x) ^ B} (1.1) 

est fini. Si l'ensemble V{K) est dense pour la topologie de Zariski, la quan- 
tité nv,H{B) tend donc vers l'infini quand B tend vers l'infini. Une question 
naturelle est alors d'essayer de décrire le comportement asymptotique de 
la quantité nv,H{B), en d'autres termes le comportement asymptotique du 
nombre de points de hauteur bornée. On cherche notamment à interpréter 
cette description en termes de la géométrie de la variété V. C'est l'objet d'un 
programme initié par Manin et ses collaborateurs, qui s'est révélé extrême- 
ment riche et ouvert : pour la vérification des prédictions de Manin pour 
des classes particulières de variétés, des techniques très diverses ont pu être 
employées. Ces prédictions (raffinées par Peyre puis Batyrev et Tschinkel) 
sont maintenant établies pour plusieurs classes de variétés. Nous renvoyons 
le lecteur aux textes |Pe5| et |Pe6| pour un état général de la question aux 



alentours de 2003 et les références de nombreux travaux sur le sujet. On 
pourra également consulter |Bro| pour un état des lieux récent concernant le 
cas des surfaces. 

Soulignons que la très grande majorité de ces travaux se placent dans le 
cas où K est un corps de nombres. Ici nous nous intéressons au cas où K est 
de caractéristique non nulle, cas encore peu exploré dans la littérature. Avant 
toute chose, nous allons préciser l'une des prédictions de Manin concernant 
le comportement asymptotique de nv,H{B), dans le cas où le corps de base 
est un corps de nombres. Elle peut s'énoncer de la manière suivante. 

Question 1.1 

Soit V une variété projective et lisse déûnie sur un corps de nombres K. 
On suppose que la classe du faisceau anticanonique est à l'intérieur du cône 
effectif, et que Vensemble V{K) des points rationnels de V est dense pour 
la topologie de Zariski. Soit t le rang du groupe de Néron-Séveri de V. Soit 
H une hauteur relative au faisceau anticanonique. Existe-t-il un ouvert de 
Zariski non vide U de V et une constante C > tels qu 'on ait 

nu,H{B) ~ CBlogiBY'^ ? (1.2) 
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La restriction à un ouvert U éventuellement strict de V est nécessaire en 
raison de l'existence possible de fermés acccumulateurs, dont un prototype 
est donné par les diviseurs exceptionnels sur les surfaces de del Pezzo. 

Soulignons que bien qu'il ait été démontré que la question 11.11 avait une 
réponse positive pour de large classes de variétés, un contre-exemple dû à 
Batyrev et Tschinkel montre que la réponse à cette question est négative en 
général (le contre-exemple porte sur la puissance du logarithme apparaissant 
dans la formule (11.2p . cf. |BaTs3| ). 

Il existe une version fonctionnelle immédiate de la question 11.11 : il suffit 
de remplacer dans l'énoncé l'hypothèse «K est un corps de nombres» par 
«K est un corps global de caractéristique positive». Cependant, la nature 
«dispersée» de l'ensemble des valeurs prises par les fonctions hauteurs dans 
le cas fonctionnel entraîne qu'une formule du type (ll.2p ne pourra jamais être 
vérifiée. Plus précisément, cet ensemble de valeurs sera typiquement inclus 
dans où q est le cardinal du corps des constantes. On a donc dans ce cas 

Vn G N, nv,H = nv,H (g") (1-3) 

et une formule du type (11.21) entraînerait alors aussitôt la contradiction ^/q = 
1. 

Pour obtenir une version fonctionnelle satisfaisante de la question 11.11 
on remarque que le comportement asymptotique de nu^niB) est étroitement 
lié, par des théorèmes taubériens, au comportement analytique de la série 
génératrice 

Cu,h{s)= Y1 H{x)-^ (1.4) 

xeU{K) 

(s désignant une variable complexe), que l'on baptise fonction zêta des hau- 
teurs. Un des moyens couramment utilisés pour obtenir une formule du type 
(11.20 est d'ailleurs d'étudier d'abord le comportement analytique de cette 
fonction, puis d'appliquer un théorème taubérien adéquat, tel que le résultat 
suivant. 

Théorème 1.2 

S'il existe un ouvert U non vide tel que Cu,h{s) converge absolument pour 
3Ç(s) > 1 et un nombre réel e > tels que la fonction 

se prolonge en une fonction g holomorphe sur l'ouvert {^{s) > 1 — e}, et 
vérifiant g{l) ^ alors la formule p. 21) est vérifiée pour cet ouvert U avec 
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La question qui suit peut alors être vue comme une version fonctionnelle 
de la question ll.li 

Question 1.3 

Soit V une variété projective et lisse définie sur un corps global K de carac- 
téristique positive. On suppose que la classe du faisceau anticanonique est 
à l'intérieur du cône effectif, et que Vensemble V{K) des points rationnels 
de V est dense pour la topologie de Zariski. Soit t le rang du groupe de 
Néron-Séveri de V. Soit H une hauteur relative au faisceau anticanonique. 
Existe-t-il un ouvert de Zariski non vide U de V tel que la série 

xeU{K) 

converge absolument pour 3î(s) > 1 et, pour un certain e > 0, se prolonge en 
une fonction méromorphe sur l'ouvert {^{s) > 1 — e}, qui a un pôle d'ordre 
t en s = 1? 

Naturellement, et en accord avec les remarques déjà faites, même si cette 
question admet une réponse positive, on ne pourra pas appliquer le théorème 
ll.2[ En caractéristique non nulle, la fonction zêta des hauteurs a d'autres 
pôles que 1 sur la droite 3fî(s) = 1, ne serait-ce que ceux provenant de la 
périodicité de H. 

Dans le cas des corps de nombres, Peyre a été le premier dans |Pel| à pro- 



poser (moyennant quelques hypothèses supplémentaires sur la variété V) une 
expression conjecurale de la constante C apparaissant dans la formule (Il .21) . 
Cette expression conjecturale dépend d'invariants géométriques et arithmé- 
tiques de la variété V, ainsi que du choix de la hauteur. Elle a ensuite été 
raffinée par Batyrev et Tschinkel, et adaptée au cas fonctionnel par Peyre 
dans |Pe3j . Nous rappelons la définition de la constante de Peyre raffinée à 
la section [2731 Nous la noterons Cy^^. 

On a ainsi des versions raffinées des questions 11.11 et ll.3[ 

Question 1.4 

Soit V une variété projective et lisse définie sur un corps de nombres K. 
On suppose que la classe du faisceau anticanonique est à l'intérieur du cône 
effectif, et que l'ensemble V{K) des points rationnels de V est dense pour 
la topologie de Zariski. Soit t le rang du groupe de Néron-Séveri de V. Soit 
H une hauteur relative au faisceau anticanonique. On suppose en outre que 
V vérifie les hypothèses nécessaires pour que la constante de Peyre raffinée 
Cp ff soit définie. 

Existe-t-il un ouvert de Zariski non vide U de V tel qu'on ait 

nuAB) C*y^HB\og{Bf-^ ? (1.7) 
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Remarque 1.5 : À la connaissance de l'auteur, dans tous les cas où on 
sait montrer que la réponse à la question 11.11 est positive, on sait également 
montrer que la réponse à la question 11.41 est positive. □ 

Question 1.6 

Soit V une variété projective et lisse définie sur un corps global K de carac- 
téristique positive. On suppose que la classe du faisceau anticanonique est 
à l'intérieur du cône effectif, et que Vensemble V{K) des points rationnels 
de V est dense pour la topologie de Zariski. Soit t le rang du groupe de 
Néron-Séveri de V. Soit H une hauteur relative au faisceau anticanonique, 
On suppose en outre que V vérifie les hypothèses nécessaires pour que la 
constante de Peyre rafRnée Cyn ^oit définie. 

Existe-t-il un ouvert de Zariski non vide U de V tel que la série 

CuAs)= E ^(^)"^ (1-8) 

xeU{K) 

converge absolument pour 3î(s) > 1 et, pour un certain e > 0, se prolonge en 
une fonction méromorphe sur l'ouvert {3î(s) > 1 — e}, qui a un pôle d'ordre 
t en s = 1, et vérifiant 

\im{s-iyCu,H{s) = {t-lV.C;.,H ? (1-9) 

Concernant la question 11. 61 le cas des espaces projectifs est traité par Wan 
dans |Wa| . montrant ainsi une formule figurant déjà dans |Se2| . Le cas des 
variétés de drapeaux, qui englobe le précédent, a été traité indépendamment 
par Peyre dans |Pe3j . et Lai et Yeung dans [LaYej (sans interprétation de 
la constante dans ce dernier cas, c'est-à-dire que seule la question 11.31 est 
considérée). 

Dans ce texte, on étudie la question 11.61 pour une variété torique pro- 
jective et lisse définie sur un corps global de caractéristique positive, non 
nécessairement déployée. 

Une de motivations de ce travail est que le problème analogue sur les 
corps de nombres a déjà été traité avec succè£], qui plus est de deux manière 
différentes : Batyrev et Tschinkel ont démontré dans |BaTsl| et |BaTs2| que 
la réponse à la question 11.41 était positive pour les variétés toriques, en ex- 
ploitant la structure de groupe du tore pour utiliser des techniques d'analyse 
harmonique. Par la suite Salberger a redémontré dans [SaJ le résultat dans un 
cadre plus restreint (variétés toriques déployées, définies sur Q, de faisceau 
anticanonique globalement engendré) mais par une méthode complètement 

^C'était également le cas pour les variétés de drapeaux. 
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différente basée sur l'usage de la description explicite des torseurs universels 
au-dessus des variétés toriques. 

Dans |Bol| et |Bo2| . nous avons montré comment, en s'inspirant de la 
méthode de Salberger, on pouvait montrer que la réponse à la question 11.61 
était positive pour les variétés toriques déployées définies sur un corps de 
fonctions quelconque (sans hypothèse sur le faisceau anticanonique). 

Dans ce texte, nous adaptons au cas fonctionnel l'approche utilisée par 
Batyrev et Tschinkel dans |BaTsl| et |BaTs2| . pour étendre le résultat aux 
variétés toriques non nécessairement déployées. La sous-section suivante dé- 
taille cette adaptation. 

Ce texte contient également une présentation détaillée de la démons- 
tration du résultat de Batyrev et Tschinkel, les deux démonstrations étant 
présentées en parallèle. La raison de ce choix est au moins double : tout 
d'abord, il permet de bien mettre en évidence les analogies et les différences 
qui existent dans le traitement du calcul de la fonction zêta des hauteurs 
des variétés toriques entre le cas des corps de nombres et le cas des corps 
de fonctions. Ensuite, pour autant qu'il nous soit permis d'en juger, ce choix 
peut s'avérer utile à ceux qui désirent comprendre en détail la démarche de 
Batyrev et Tschinkel, les articles |BaTsl| et |BaTs2| pouvant s'avérer d'un 
abord un peu ardu et elliptique pour le lecteur non averti. 
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tions. 

1.2 L'adaptation de la méthode de Batyrev et Tschinkel 
en caractéristique positive 

Dans cette section, nous résumons brièvement la méthode utilisée dans 
|BaTs2| et |BaTsl| . en expliquant quelles parties de la démonstration néces- 
sitent une modification en caractéristique non nulle. 

La première étape consiste à définir explicitement un système de hauteurs 
puis à l'étendre à l'espace adélique associé au tore. La construction est stric- 
tement la même dans le cas fonctionnel. Elle est rappelée dans les sections 
14.21 (nous corrigeons au passage une erreur de Batyrev et Tschinkel dans la 
définition des hauteurs locales pour les places ramifiées) et 14.51 
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À ce stade, il faut déjà noter que la topologie de l'espace adélique associé 
au tore a des propriétés différentes dans chacune des deux situation. Mo- 
ralement, en fait, la situation est plus agréable en caractéristique positive : 
beaucoup des groupes topologiques mis en jeu sont compacts (notamment, 
le point [3] de la proposition 13.241 n'est valable qu'en caractéristique positive). 

Disposant des fonctions hauteurs sur l'espace adélique associé au tore, 
lequel est un groupe abélien localement compact, l'idée cruciale de Batyrev 
et Tschinkel est d'appliquer la formule de Poisson afin d'obtenir une repré- 
sentation intégrale de la fonction zêta des hauteurs. Pour ce faire, il faut 
établir l'intégrabilité de la transformée de Fourier de la hauteur, laquelle se 
décompose en produit de transformées de Fourier locales. On utilise dans 
le cas des corps de nombres une expression explicite pour presque toutes 
les transformées de Fourier locales (cf. le théorème 15.271) . et des majorations 
adéquates pour les transformées de Fourier restantes. La formule explicite dé- 
crivant presque toutes les transformées de Fourier locales est la même dans 
le cas fonctionnel. En ce qui concerne les transformées de Fourier locales aux 
places restantes, leur continuité suffit pour assurer la convergence dans le cas 
fonctionnel, cependant nous avons besoin de quelques renseignements sur la 
forme des fonctions obtenues (cf. la sous-section 15.4.31 ). 

Le choix d'un scindage du groupe des caractères du tore permet alors de 
montrer que la fonction zêta des hauteurs s'obtient par intégration (sur un 
espace vectoriel réel dans le cas arithmétique, sur un produit de cercles dans 
le cas fonctionnel) d'une fonction qui possède une expression en terme de 
produit de fonctions L de Hecke ; cf. le corollaire 15.481 pour le cas des corps 
de nombres (cf. également [BaTsll Theorem 3.1.3] et |BaTs2l page 46]), et le 
corollaire 15.541 pour le cas fonctionnel. Il faut «maîtriser» le comportement 
analytique de le fonction sous l'intégrale, et dans le cas des corps de nombres, 
on a besoin pour cela d'un contrôle uniforme sur les bandes verticales des 
fonctions L, obtenu par Rademacher via le principe de Phragmen-Lindelôf 
(proposition 15.431 et [BaTsll Theorem 3.2.3]). Dans le cas fonctionnel, l'ho- 
lomorphie de la fonction L(.,x) quand le caractère x 6st non trivial est 
suffisante. 

Pour déterminer les propriétés analytiques la fonction zêta des hauteurs, il 
s'agit maintenant de comprendre comment l'intégration modifie le comporte- 
ment analytique de la fonction sous l'intégrale (cet étape n'apparaît d'ailleurs 
pas dans le cas des tores anisotropes). C'est l'objet de la proposition tech- 
nique de Batyrev et Tschinkel ( |BaTs2l Theorem 6.19]). La démonstration 
procède par des applications successives du théorème des résidus. Dans ce 
texte, nous utilisons une version raffiné du résultat dûe à Chambert-Loir et 
Tschinkel (théorème 16.2p . 

La transposition directe du lemme technique et de sa démonstration en 
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caractéristique non nulle s'avère difficile à mettre en œuvre, car bien que la 
compacité des espaces topologiques mis en jeu simplifie un peu les choses, 
rendant inutiles des hypothèses du type contrôle uniforme sur les bandes ver- 
ticales (indispensables en caractéristique zéro), les fonctions zètas des hau- 
teurs en caractéristique non nulle s'avèrent posséder plus de pôles sur la droite 
3fî(s) = 1 que ceux provenant de la périodicité de la hauteur. Ce phénomène 
est même déjà visible dans le cas des variétés toriques déployées. Prenons en 
effet l'exemple du plan projectif éclaté en un point : en notant q le cardinal 



du corps des constantes, la formule de la page 355 de |Bol| montre que la 



fonction zêta des hauteurs anticanonique s'écrit dans ce cas 

Ch{s) = Mq~^) Cc(3 s - 2) Cc(2 s - 1) + Uq-^) Cc(2 s - 1) + Mq~'), (1.1) 

où, pour z = 1,2,3, s fi{.<i~^) est holomorphe sur le domaine 3Ç(s) > \ et 
s I— > /i(g~'') ne s'annule pas sur ce domaine. Ainsi l'ensemble des pôles situés 
sur la droite 3Ç(s) = 1 contient {1 + fjj^jfcez, bien qu'on puisse vérifier 
que la fonction zêta des hauteurs n'est pas g^^-périodique. Rappelons que 
dans le cas de la caractéristique zéro, Batyrev et Tschinkel montrent que le 
seul pôle de la fonction zêta des hauteurs des variétés toriques sur la droite 
3î(s) = 1 est s = 1. La gestion des pôles supplémentaires en caractéristique 
non nulle se révèle vite être très délicate (voire ingérable. . .) si on veut suivre 
«au plus près» la méthode de Batyrev et Tschinkel. 

C'est pourquoi, pour aboutir à une version fonctionnelle du résultat tech- 
nique utilisé dans le cas des corps de nombres, nous exploitons la périodicité 
des fonctions mises en jeu pour les exprimer en terme de séries de type 
combinatoire. Les techniques utilisées pour évaluer le comportement de ces 
séries par intégration sont alors similaires à celles employées dans |Bo2| . Nous 



aboutissons ainsi aux lemmes 17. 101 17.12] et 17. 141 qui sont le pendant en carac- 
téristique positive du lemme technique de Batyrev et Tschinkel. 

Le comportement analytique de la fonction obtenue après intégration est 
essentiellement décrit par une suite exacte de Z-modules libres de rang fini 
(cf. les énoncés du théorème [62] et du lemme FTSll . La suite exacte mise en jeu 
n'est pas exactement la même dans le cas des corps de nombres ou dans le 
cas fonctionnel. Dans les deux cas, elle provient de la construction suivante : 
la résolution flasque du groupe des caractères du tore par le groupe de Picard 
de la variété torique (i.e. la suite exacte (I4.1ip ). induit par dualité une suite 
exacte de tores algébriques ; on considère alors l'image de cette suite exacte 
par le morphisme degré (définie à la section 13.31) . La différence essentielle 
vient alors du fait que le morphisme degré est surjectif dans le cas des corps 
de nombres mais pas dans le cas fonctionnel (cf. le lemme 13.151) où il est 
seulement de conoyau fini. 
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La dernière étape de la démonstration consiste à calculer explicitement le 
terme principal de la fonction zêta des hauteurs au point critique s = 1, et à 
vérifier s'il coïncide avec la prédiction de Peyre. On a besoin d'un théorème 
d'Ono sur le nombre de Tamagawa d'un tore algébrique (théorème I3.4ip . 
lequel théorème a été démontré dans |0n3| pour tout corps global, mais a 
cependant dû être corrigé par Oesterlé dans le cas de la caractéristique non 
nulle, en introduisant un facteur correctif dans la définition du nombre de 
Tamagawa (ce facteur correctif provient de la non-surjectivité du degré en 
caractéristique non nulle). On a besoin également de résultats de Colliot- 
Thélène et Sansuc, démontrés pour tout corps global également, et permet- 
tant d'obtenir le lemme 13.321 On peut donc ici reprendre la ligne de calcul 
de Batyrev et Tschinkel, ce qui est fait dans la partie O Notons que dans le 
cas fonctionnel, le défaut de surjectivité du degré fait intervenir au cours du 
calcul des termes non triviaux (correspondant à des cardinaux de groupes 
finis) qui n'apparaissent pas dans le cas des corps de nombres. Dans une 
version précédente de ce texte, l'auteur affirmait que l'un de ces termes non 
triviaux subsistait dans l'expression finale du terme principal de la fonction 
zêta des hauteurs (il s'agit de l'invariant %t défini à la sous-section 13.8.4] ). 
«montrant» ainsi que la constante prédite par Peyre et Batyrev- Tschinkel 
n'était pas la bonne dans ce cas. Les calculs avaient été menés en supposant 
à tort que le groupe intervenant dans le point [3] du lemme ES] était trivial. 
Une fois ce point corrigé, on s'aperçoit que tous les termes supplémentaires 
intervenant en caractéristique non nulle dans le calcul du terme principal de 
la fonction zêta des hauteurs se simplifient, et que l'expression obtenue est 
bien celle attendue. 

2 Rappels et notations 

2.1 Quelques notations 

Nous fixons ici quelques notations utilisées dans l'ensemble du texte. 
On note [E] le cardinal d'un ensemble fini E. 

Pour tout réel a, on note R>q, l'ensemble {x G R, x > a}. On définit de 
même de manière évidente les ensembles R^q,, R<o et R^q,. 

On note, pour tout corps K, K une clôture algébrique de K et la 
clôture séparable de K dans K. 

Soit N un groupe abélien. On note A^^ le dual algébrique de A^, c'est- 
à-dire le groupe abélien Hom(A^, Z). L'accouplement naturel entre et 
sera noté (. , .). 

Soit M un autre groupe abélien et / : M — un morphisme de groupes 
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Pour tout anneau commutatif unitaire A, on note A'^ le A-module N ®z A 
et /a le morphisme de A-module f <S>ld : Ma — > Na induit par /. 

Pour tout anneau commutatif unitaire A, on désigne par A^ le groupe 
des éléments inversibles de A. 

Si N est un Z-module libre de rang fini, et U est une partie de A^r, on 
note 

T (U) {s e Ne, ^{s) e U} (2.1) 
le domaine tubulaire au-dessus de U. 

2.2 Rappels sur les corps globaux 

Dans tout ce texte, on appellera corps de fonctions un corps global de 
caractéristique positive, i.e. une extension K de type fini et de degré de 
transcendance 1 d'un corps fini. Le corps des constantes de K est la clôture 
algébrique du sous-corps premier de K dans K. Il sera noté Fk- Le choix 
d'une base de transcendance séparable de K sur Fk permet alors d'identifier 
K à une extension finie séparable du corps des fractions rationnelles en une 
indéterminée Fk{T). Il existe en outre une courbe projective, lisse et géomé- 
triquement intègre définie sur F^, unique à isomorphisme près, et notée Ck, 
telle que K s'identifie au corps de fonctions de Ck- 

On adopte dans ce texte la convention suivante : on fixe un corps fini k 
dont on note q le cardinal. On supposera alors, dans tout ce texte, que les 
corps de fonctions considérés ont un corps des constantes qui contient k. Pour 
un tel corps de fonctions K on note le cardinal du corps des constantes, 
et du son degré absolu, c'est-à-dire que d^^ vérifie q^ — q'^'^- 

Soit K un corps global, i.e. un corps de nombres ou un corps de fonctions. 
Dans tout ce texte, on dira être dans le cas arithmétique si le corps de base est 
un corps de nombres et dans le cas fonctionnel si c'est un corps de fonctions. 
Dans le cas arithmétique, on note disc(ir) le discriminant absolu de K et 
dans le cas fonctionnel on note qk le genre de K, c'est-à-dire le genre de Ck- 

On note Vk l'ensemble des places de et Vkj (respectivement Vk,oo) 
l'ensemble des places finies (respectivement archimédiennes) de K. On iden- 
tifiera toujours un élément v de Vkj à l'unique valuation normalisée qui le 
représente, i.e. l'unique élément de v dont le groupe de valeurs est Z. Dans 
le cas fonctionnel, on a Vk — Vkj et Vk s'identifie à l'ensemble des points 
fermés de la courbe Ck- 

Pour V G Vk, on note le complété de i^' en f . Pour v G Vkj, on note 
également l'anneau de valuation de u, et k^ le corps résiduel de v. 

Pour V G Vk,oo, on désignera abusivement par le sous- groupe de 
constitué des éléments de valeur absolue 1. 
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Dans le cas fonctionnel, on note aussi 



/. = [K ■ Fk] (2.1) 

le degré résiduel «absolu». 

Le cardinal de ky sera noté q^. Dans le cas fonctionnel, il est égal à . 

On normalise la mesure de Haar dx^ sur de la manière suivante : si 
V est finie, on choisit dx^ de sorte qu'on ait la relation dx,^ = 1, si est 
archimédienne et = R, dx^ est la mesure de Lebesgue usuelle et si Ky est 
isomorphe à C on prend dxy = idz dz. 

Si S est un sous-ensemble fini de Vk contenant Vk,oo, on note 

Os=f]Oy (2.2) 

l'anneau des S'-entiers de K. 

Soit V e Vkj- Pour x & Ky on note 

= (2.3) 

Si f G Vk \ Vkj, | • !„ désigne la valeur absolue usuelle sur R si Ky = R, et 
le carré de la valeur absolue usuelle sur C si Ky est isomorphe à C. 

Avec ce choix de valeur absolues, on a, pour tout v G Vk et pour tout a 
de Ky, d{ax)y = \a\^ dXy. Pour tout x G on a \x\^ — 1 pour tout v G Vk 
sauf un nombre fini et la formule du produit 

n 1^1. = 1- (2-4) 

veVK 

La fonction zêta de Dedekind de K, notée Ck, est définie par la formule 

Uis)^ n i^-^v'T' (2-5) 

veVKj 

où s est une variable complexe. On dispose des résultats classiques suivants 
sur le comportement analytique de Çk- 

Proposition 2.1 

1. Dans le cas arithmétique, la série définissant CKis) converge absolument 
pour 3î(s) > 1 eÉ se prolonge en une fonction méromorphe sur C tout 
entier, avec un pôle simple en s = 1. La fonction (s— 1) Ck{s) se prolonge 
en une fonction holomorphe sur T (R^q). 
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2. Dans le cas fonctionnel, la série déRnissant Ck{s) converge absolument 
pour 3î(s) > 1 eÉ se prolonge en une fonction méromorphe sur C tout 
entier, avec un pôle simple en s — 1, et sans zéro pour $ft(s) ^ ^. De 
plus Ck{s) est une fraction rationnelle en q~^, plus précisément on a 



Ck{s) = ^ (2-6) 



(i-çr)(i-çri 

où P est un polynôme. 
Dans le cas fonctionnel, on note Zk la fraction rationnelle vérifiant 

vser(i?>i), = (2-7) 

Nous faisons à présent quelques rappels sur une généralisation naturelle 
de la fonction zêta de Dedekind : les fonctions L d'Artin. 

Soit K un corps global et M un Z-module de rang fini muni d'une struc- 
ture de Gal(ii'**/i^)-module discret, c'est-à-dire une représentation 

p : GaliK'/K) — > Aut(M). (2.8) 

se factorisant à travers un quotient fini de Gal(i^Y-^)- 

Soit G un tel quotient, qui est donc le groupe de Galois d'une extension 
finie galoisienne L de K. On a une représentation 

p : G — ^ Aut(M). (2.9) 

Soit V une place finie de K, Gy un groupe de décomposition au-dessus de 
V et ly le groupe d'inertie correspondant. Soit 

p^ : Gjly Aut{M^-) (2.10) 

la représentation déduite de p. Soit Fr^, G G^/Iy le frobenius. On pose, pour 
tout nombre complexe s tel que 3î(s) > 0, 

ce qui est bien défini et ne dépend ni du choix de G„, ni du choix de G. Si v 
est une place archimédienne, par commodité d'écriture, on notera Ly{s,M) 
la fonction constante égale à 1. 

Exemple 2.2 : Si M est de rang 1 et p est la représentation triviale, alors 
pour toute place v finie on a Ly{s,M,p) = (1 — ç~*)~^, en d'autres termes 
Ly{s, M, p) coïncide avec le facteur local en v du produit eulérien définissant 
la fonction (k- D 
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Proposition 2.3 

1. Le produit eulérien 

s ^ JJ L,{s,M,p) (2.12) 

converge normalement sur tout compact de T(R>i), et dêRnit donc 
une fonction holomorphe sur T (fî,>l), notée L{s, M, p). 

2. La fonction L{. ,M, p) se prolonge en une fonction méromorphe sur C, 
ayant un pôle d'ordre rg (^M'^^'^^^^^"^^^^^ en s = 1. 

Démonstration : Le résultat est vrai si p est la représentation triviale, 
d'après l'exemple 12.21 et la proposition 12. 1[ Si p est irréductible et M est de 
rang supérieur à 2, d'après |Arl Satz 3] le résultat est encore vrai et L( . , M, p) 
se prolonge en fait en une fonction méromorphe sur tout le plan complexe 
qui est holomorphe et inversible au voisinage de 1. 

Dans le cas général, soit G un quotient fini de GaA{K^ / K) à travers lequel 
p se factorise. On a une décomposition 

Me = Mê(^^fft ©M, (2.13) 

OÙ, pour i E I, Mi est un sous-espace p(G)-stable de dimension supérieur à 
2 et la représentation pi : G ^ Aut(Mj) est irréductible. On a alors pour 
toute place finie v 

L,{s,M,p)= i-—-^] l[L,{s,M„p,). (2.14) 

Le résultat en découle. □ 
On pose 

i{M, p) = \im{s - i)rg(MP(o-(-V..))) ^^^^ ^2.15) 

Par la suite on notera très souvent Lv{s,M) (respectivement L(s, M), res- 
pectivement i{M)) en lieu et place de Ly{s, M, p) (respectivement L(s, M, p), 
respectivement i{M,p)) lorsque la représentation p sera clairement indiquée 
par le contexte. 

On énonce à présent deux lemmes élémentaires sur ces fonctions L. 

Lemme 2.4 

Soit 

— ^ Ml — > M2 — ^ M3 — > (2.16) 
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une suite exacte de GaA{K^ / K)-modules discrets qui sont libres de rang fini 
en tant que Z-modules. On a alors pour toute place v de K 



VsgT(R>o), L,{s,M2)=L,{s,M,)L,{s,Ms) (2.17) 
En particulier, on a 

VsgT(R>i), L(s,M2) =L(s,Mi)L(s,M3) (2.18) 

et 

£(M2) =£(Mi)£(M3). (2.19) 

Lemme 2.5 

Soit L/K une extension Unie galoisienne de groupe G, H un sous-groupe de 

G, K' le corps global . Alors, pour toute place v de K et tout s (iî.>o), 
on a 

Us,Z[G/H])= n 7^ (2-20) 

w\v 

En particulier, on a 

L{.,Z[G/H]) = Ck' (2.21) 

eÉ 

(.{Z[G,H]) = Res,=^CK'{s). (2.22) 



2.3 Hauteurs d'Arakelov, mesure de Tamagawa et constante 
de Peyre 

Dans cette section, nous rappelons brièvement la construction des hau- 
teurs d'Arakelov sur une variété projective définie sur un corps global à partir 
de métriques adéliques sur les fibrés en droites, renvoyant à |Pe4l chapitre 2] 
pour plus de détails, notamment les preuves omises. Suivant Peyre ( |Pel| et 
|Pe3| ). nous expliquons ensuite comment une métrique adélique sur le fais- 
ceau anticanonique d'une variété projective lisse V définie sur un corps global 
K induit une mesure sur l'espace adélique V{Ak) associé à V . La définition 
générale de l'espace adélique associé à une variété algébrique est traitée dans 
|We2l 1.2] et |Oel 1.3]. Ici, comme V est projective, V{Ak) est l'espace 

n ^™ (2-1) 

v£Vk 

muni de la topologie produit. 
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Enfin nous rappelons comment la mesure ainsi construite sur V{Ak) per- 
met alors, si V vérifie des hypothèses supplémentaires, de définir la constante 
Cyjj apparaissant dans les questions 11.41 et [L6l Là encore, nous renvoyons à 
|Pel| et |Pe3| pour plus de détails. 

Soit V une variété projective, lisse et géométriquement intègre définie sur 
un corps global et soit C un fibré en droites sur V. Si v est une place de 
K, une métrique v-adique sur C est la donnée, pour tout point iï^y-rationnel 
X : Spec(frt,) — > V, d'une norme f-adique IMI^^.. sur C{x) = x*C (rappelons 
que l'on a en particulier ||as||j^^ = \a\^ W^Wvx Pour tout s de C{x) et tout a 
de K^), telle que pour tout ouvert de Zariski ?7 de \^ et toute section s de £ 
sur U, l'application 

^^Mx)\l,, (2.2) 
est continue sur U{Ky) pour la topologie f-adique. 

Remarque 2. 6 : Si f est une place finie de K, la donnée d'un modèle projectif 
V de sur Spec(C„) et d'un modèle £ de £ sur V définit de manière naturelle 
une telle métrique. Soit en eff'et x G V{Kjj). Par le critère valuatif de propreté, 
X définit un point x : Spec(Ct;) V. Le Ot,-module = x*L est alors libre 
de rang 1. Soit Sq un générateur. Le changement de base induit 
un isomorphisme naturel de C{x) sur ®Ov ^v, qui permet de définir une 
norme f-adique sur C{x) par la formule 



Vs G L(x) 



(2.3) 



^0 ^ 

Comme deux générateurs de se déduisent l'un de l'autre par multiplication 
par un élément inversible de O^, cette définition est bien indépendante du 
choix de Sq. □ 

Une métrique adélique sur C est alors la donnée d'une famille (| |.| |^)t,g-p^ 
de métriques f-adiques sur £ vérifiant la condition suivante : il existe un 
ensemble fini S de places de K contenant les places archimédiennes, un mo- 
dèle projectif V de K sur Spec(05'), et un modèle £ de £ sur V, tels que 
pour presque tout v de Vk \ S la métrique ||.||^ est définie par le couple 
(V Xspec{c>s) Spec(0^),£ y-speciOs) Spec{Oy)). 

Donnons un exemple d'une métrique adélique sur £ lorsque £ est engendré 
par ses sections globales. On fixe une base {sq, . . . , s^} du i^-espace vectoriel 
iy°(X, £). On pose alors, pour tout v G Vk, pour tout x G V{Kj;) et toute 
section locale s de £ ne s'annulant pas en x 



s(x)\\2. = Max 



i=0,. 



sdx 



six) 



(2.4) 



Il est à noter que cette définition ne dépend pas du choix de la base de 
H%X,C)- 
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Lemme 2.7 

La famille de métriques v-adiques ainsi définie est une métrique adélique sur 
C 

Définition 2.8 

Cette métrique adélique sera appelée métrique adélique standard sur C 

Soit à présent C et C deux fibrés en droites sur V, et (| |-| |„)'î;ep^ (respec- 
tivement (I M lt^^)i,-eT'^) une métrique adélique sur C (respectivement £'). 

Pour toute place v de K, on définit ainsi la métrique f-adique produit 
I M I M 11 C®C' : pour tout x G V{Ky)^ tout s G C{x) et tout s' G C\x), 
on pose 

{\\.\l®\\.\Ois®s')^\\s\l^J\sX,. (2.5) 

On définit également la métrique v-adique duale ||.||^ sur : pour tout 
X G V{Ky) et tout G jC~^{x), on pose 

ii^iir.^^^i^ (2.6) 

où s est un élément quelconque de ^{x) \ {0}. 
Lemme 2.9 

{\\-\\v ® ll-lQ^ep^ est une métrique adélique sur L C, et est 
une métrique adélique sur C~^. 

Soit à présent L une extension finie de K. On suppose donnée une mé- 
trique adélique (| |.| |y)vG7'i sur Cl. Pour tout v G Vk^ soit V une place de 
L divisant v. On identifie V{K^) à un sous-ensemble de V{L^) Soit x un 
élément de V{Ky). On pose alors, pour tout élément s de C{x), 



\s\\ =\\s\\^^ . (2.7) 

I l \v,x I I I IV.a; V / 



Lemme 2.10 

La métrique {\\-\\y)vç.'PK ^insi définie est une métrique adélique sur C 

Une hauteur d'Arakelov sur V est un couple (£, (H-H^)) où C est un fibré 
en droites sur V et (||.||^) une métrique adélique sur C. 

Soit {£j, (||.||^)) une hauteur d'Arakelov sur V. Soit x G V{K) et s une 
section locale de C qui ne s'annule pas en x. Presque tous les facteurs du 
produit infini 

n (2-8) 

veVK 
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sont égaux à 1 ; le produit infini converge donc et sa valeur ne dépend pas du 
choix de s, d'après la formule du produit. On la note Hc{x) : c'est la hauteur 
(exponentielle) du point x associée à la hauteur d'Arakelov (£, (||-||j,)). 

Soit V une variété algébrique projective et lisse de dimension d définie 
sur K, et (||.||j,)^gp^ une métrique adélique sur le faisceau anticanonique. On 
note H la hauteur associée. 

Pour tout V G Vk, une telle métrique définit une mesure ujv,v sur V{Ky) 
(on rappelle qu'on a choisi une normalisation de la mesure de Haar sur K^, 
cf. la section 12. 2p . 

Nous supposons à présent que que la variété V vérifie les hypothèses 
suivantes (ce sont les hypothèses énoncées dans |Pe3l 2.1]) : 

1. la classe du faisceau anticanonique de V appartient à l'intérieur du cône 
effectif de V ; 

2. le groupe PicÇV^) (où = V K^) est un Z-module libre de rang 
fini, et coïncide avec Pic(V") (où V = V x ^ K) ; 

3. les groupes de cohomologie H^{V, Oy) et H'^ÇV, Oy) sont nuls ; 

4. si i est un nombre premier distinct de la caractéristique, la partie p- 
primaire de Br(F) est finie. 

De telles hypothèses sont vérifiées en particulier par les variétés toriques 
projectives et lisses (cf. |Pe3l Remarque 2.1.1.] et |Pe2l Exemple 2.1.4]). 

Pour des variétés vérifiant ces hypothèses, la mesure de Tamagawa sur 
l'espace adélique V{Ak) est donnée par la formulé 

uv = CK,éMv)HPHVn) n ^.(l,Pic(n)~'^y,., (2-9) 

où l'on a posé, pour tout entier ^ 0, 

{disc{K)~^ dans le cas arithmétique, 
^'^^'^ dans le cas fonctionnel. 

Nous sommes à présent en mesure de définir la constante Cy^ apparais- 
sant dans les questions 11 .41 et [L6l 

On définit en fait trois constantes à partir des données précédentes. 
L'invariant (y.*{y) est défini comme 

a*{V) = [ e-^y^Ody, (2.11) 



^ Un des points délicats de la construction est de montrer la convergence du produit ; 
ceci nécessite d'une part la formule de Weil reliant volume w-adique et nombre de points 
sur le corps résiduel, d'autre part les conjectures de Weil prouvées par Deligne. 
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où Cesiy) C Pic(\^)R, est le cône effectif de V, 

C,s{Vy = {yePic{V)l, VxGCeff(V^), {y , x) ^ 0} (2.12) 

et dy est la mesure de Lebesgue sur Pic(V^)^ normalisée par le réseau Pic(V^)'^. 
L'invariant P{V) est défini comme 

f3{V) = [H\K,Pic{V% . (2.13) 

Enfin on définit 

THiV)=iUv(yÏK)y (2.14) 

en d'autre termes th (V) est le volume pour la mesure uy de l'adhérence de 
l'ensemble des points rationnels de V dans l'espace adélique V{Ak)- 

La constante Cy^ est alors égale par définition à (i.g(pic(V))-i)! ^v,h où 

Cv,H = a*{V)f3{V)rH{V). (2.15) 

Soulignons que la nécessité d'introduire la constante P{V) a été mise en 
évidence par le résultat de Batyrev et Tschinkel sur les variétés toriques. 



3 Tores algébriques 
3.1 Quelques rappels 

Soit K un corps. Un tore algébrique défini sur K (de dimension d) est 
un groupe algébrique T défini sur K tel qu'il existe un isomorphisme de 
iC-groupes algébriques 

TK^iGn,,Kf- (3.1) 

Si T est un tore algébrique défini sur on dit qu'une extension L de K 
déploie T s'il existe un isomorphisme de L-groupes algébriques 

Tl ^ (G„,l)^. (3.2) 



Par |Qn2l Proposition 1.2.1], si T est un tore algébrique défini sur K il existe 



une extension séparable finie L de qui déploie T. En particulier il existe 
une extension galoisienne finie L de qui déploie T. 

Soit T un tore algébrique défini sur K de dimension d. On note X(T) 
le groupe des caractères de T, i.e. le groupe des morphismes de i^^-groupes 
algébriques de T^^ vers Gm,K^- C'est un Z-module libre de rang d, sur lequel le 
groupe Gal(i^''^/i^') agit continûment, et qui dépend fonctoriellement de T. Si 
L est une extension galoisienne de K qui déploie T, l'action de Ga\{K^ / K) 



20 



sur X{T) se factorise à travers Gal{L/K). En outre le foncteur qui à un 
tore algébrique T associe X{T) définit une équivalence entre la catégorie des 
tores algébriques définis sur K et la catégorie des Z-modules libres de rang 
fini muni d'une action continue de GaA{K^/K). Si L/K est un extension finie 
galoisienne, cette équivalence induit une équivalence entre la catégorie des 
tores algébriques défini sur K et déployés par L et la catégorie des GaA{L / K)- 
modules qui sont libres de rang fini comme Z-modules. 

Soit T un tore algébrique défini sur K et déployé par une extension finie 
galoisienne L de K, de groupe de Galois G. Alors pour toute i^'-algèbre K' 
le groupe T{K') des fC'-points de T s'identifie canoniquement à 

RomaiXiT), (L ®^ KT) = (X(T)^ ® (L K'yf ■ (3.3) 

En particulier, le groupe T{K) des points i^'-rationnels de T s'identifie cano- 
niquement à 

HomG(X(T),L^) = {X{TY®L''f . (3.4) 

Exemples 3.1 : Un exemple immédiat de tore algébrique est fourni par les 
tores déployés, c'est-à-dire les groupes algébriques i^-isomorphes à un produit 
de copies de Gm,K- 

Un autre exemple, important pour la suite, est donné par la situation 
suivante : soit Kq/K une extension finie séparable, et L/K une extension 
finie galoisienne de groupe G contenant Kq. Soit Gq le groupe de Galois de 
L/Kq. Au G-module 7j[G/Gç)\ correspond, par l'équivalence de catégories ci- 
dessus, la restriction à la Weil Kq k K de Gm, notée HesKo/K Gm- En 
particulier on a la propriété 

{ReSK,/KGrr){K) = {K^Y . (3.5) 

Un tore algébrique sur K est dit quasi- déployé s'il est isomorphe sur K à 
un produit de tores du type Res^o/ic G^- Un tore algébrique sur K (respecti- 
vement un tore algébrique sur K déployé par une extension galoisienne finie 
de groupe G) est quasi-déployé si et seulement si son groupe des caractères est 
un Gal(-ft''^/-ft')-module de permutation (respectivement un G-module de per- 
mutation), c'est-à-dire possède une Z-base stable sous l'action de Ga\.{K^ / K) 
respectivement G). 

En fait dans la situation ci-dessus, pour tout tore algébrique T défini sur 
Kq, on peut définir la restriction à la Weil de i^'o à i^' de T (cf. |0n2l §1.4]), 
qui est un tore algébrique défini sur K vérifiant en particulier 

{ResK,/KT){K)=T{Ko). (3.6) 

Par la suite seul le cas T = Gm nous sera utile. □ 
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Notations 3.2 

Soit / : Ti — i> T2 un morphisme de K-tores algébriques. Le morphisme de 
GaA^K'^ / K) -modules X (T2) X(Ti) induit fonctoriellement par f sera alors 
encore noté f . Le morphisme de groupes Ti{K) T2{K) induit par f sera 
noté fx- 

Lemme 3.3 

Soit G un groupe Ëni et M un Z-module libre de rang Ëni, muni d'une action 
de G. Il existe une suite exacte de G -modules 

O^M -^P-^Q^O (3.7) 

où P et Q sont libres de rang Uni en tant que Z-modules, et P est un G- 
module de permutation. 

Remarque 3.4 ■' Ce lemme élémentaire nous sera utile dans la preuve des 
propositions 13.171 et I3.24[ Une version plus fine sera utilisée dans la section 

[331 □ 

Démonstration : Le dual d'un G-module de permutation P étant 
encore un G-module de permutation, il suffit de construire un morphisme de 
G-modules surjectif P' M^, avec P' un G-module de permutation. Ceci 
peut se faire de la manière suivante : soit (ei,...,ed) une Z-base de 
et pour i = 1, . . . ,d, Gi le stabilisateur de Cj pour l'action de G. Pour i = 
1,. . . ,d, il existe alors un unique morphisme de G-module Z[G/Gi] — * 
envoyant Gi sur Cj. Le morphisme somme Q)f=iZ[G/Gi] répond à la 

question. □ 



3.2 L'espace adélique associé à un tore algébrique 

Soit K un corps global. On note Gm(Ax) le groupe des idèles de muni 
de la topologie adélique classique, qui en fait un groupe topologique abé- 
lien localement compact. L'injection diagonale Gm{.K) ^ Gm(Ax) identifie 
Gm{K) à un sous-groupe discret de GmiA-x). 

Pour tout V G Vk, on note Gm{Ov) = le sous-groupe compact maxi- 
mal de Gm{Kv) = . Soit 

K(G^) = J] G„(a), (3.1) 

c'est le sous-groupe compact maximal de Gm(Ai^). 

Si L/K est une extension finie, Gm(Ax) s'injecte naturellement dans 
Gmi-^h)- Si de plus L/K est galoisienne de groupe G, on a une action natu- 
relle de G sur Gm(AL) et alors 

G„(Ai)^ = G^(A;,). (3.2) 
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On note Ck = GmiAx) / Gm{K) le groupe des classes d'idèles de K. 

Nous décrivons maintenant la généralisation de ces notions à un tore 
algébrique T quelconque. Bien entendu pour T = Gm on retrouvera les dé- 
finitions précédentes. La construction de l'espace adélique associé à un tore 
algébrique T est en fait un cas particulier de la construction générale de l'es- 
pace adélique associé à une variété algébrique définie sur K (cf. |We2l 1.2] et 
|Oel 1.3]). Elle peut se faire de la façon suivante. 

Pour toute place v de K, T{Ky) est muni naturellement d'une structure 
de groupe topologique abélien localement compact. On désigne alors (abu- 
sivement) par T{Oy) le sous-groupe compact maximal de T{K^). En fait, si 
S désigne l'ensemble des places de K archimédiennes ou ramifiées dans une 
extension galoisienne L de groupe G déployant T et Sl l'ensemble des places 
de L divisant une place de S, le schéma en groupes 

T= Spec(Os^ ®X(T))^ (3.3) 

est un modèle de T sur Spec (C^), et pour toutes les places v en dehors de 
5 on a T{0.o) = 7(0^), d'où la notation adoptée. 

L'espace adélique associé à T est alors le sous-groupe du groupe produit 
nT(fr„) décrit par 

V 

T{Ak) = l^iQ e Y[T{K^), U e T{0^) pour presque tout v G Pxj • 

(3.4) 

Pour un sous-ensemble fini S de Vk, on considérera aussi T{Ak)s le sous- 
groupe de n^(-^f) décrit par 

V 

TiAK)s = |(t.) e llTiK,), \/v ^S, ue r(a)| , (3.5) 

de sorte que T{Ak) est la réunion des T{Ak)s pour S décrivant l'ensemble 
des parties finies de Vk- 

Comme sous-groupe de nT(_ft'„), T{Ak) est un groupe abélien. On le mu- 

nit de la topologie dont une base d'ouverts est donnée par les sous-ensembles 
du type 

J]f/, xj]r(a) (3.6) 

où s est un ensemble fini de places de K et, pour v E S.U^ est un ouvert de 
T{Ky). Cette topologie, qui est plus fine que la topologie issue de la topolo- 
gie produit sur nT(i^'„), fait de T(Ax) un groupe topologique localement 
compact. On peut alors identifier T{K) à un sous-groupe discret de T(Ax). 
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On note 

K(T) = T(Ax)^, = n ^(^'')' (3-7) 

veVK 

c'est le sous-groupe compact maximal de T{Ak)- 

Si L est une extension finie galoisienne de K déployant T, de groupe 
de Galois G, on dispose également, comme pour T{K), d'une description 
simple de tous ces groupes en termes du G-module X{T), pratique pour 
manipuler des suites exactes. Pour toute place v de K, on a d'après (13.31) une 
identification canonique 

T{K,) ^ Rome (X(T), (L ®k K^V) • (3.8) 

Rappelons que {L ®k K,u)^ s'identifie à H-^v- L'identification (13. 8p induit 



une identification 



V\v 



T{0,) ^ Home X(T), H • (3-9) 

V / 

Si on choisit une place V divisant v et si on note Gy son groupe de dé- 
composition, les identifications (13. Sp et (13.91) induisent respectivement des 
identifications 

T(K,) ^ Home, (X(T), L^) (3.10) 

et 

T(a) ^ Homc^ (X(T), O^) . (3.11) 
On peut identifier T{Ak) au groupe 

HomG(X(T),G„(Ai)) (3.12) 

muni de la topologie induite par celle de Gm(AL), et K(T) au groupe 

HomG(X(T),K(G^,i)). (3.13) 

Exemple 3.5 : Soit une extension finie séparable de , et T = KesKo/K G^. 
Alors T{Ak) s'identifie canoniquement à {-^Kq)- CH 

Notations 3.6 

Soit f : Ti ^ T2 un morphisme K-de tores algébriques, et v une place 
de K. Le morphisme continu de groupes topologiques T2{Ak) — > Ti{Ak) 
(respectivement T2{Kjj) Ti{Ky)) induit fonctoriellement par f sera alors 
noté (respectivement f^)- 
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3.3 Le degré 

3.3.1 Définitions 

Soit K un corps global. Pour toute place v de on a un morphisme de 
valuation défini par 

degif^ : /X (3.1) 

si V est finie et 

deg.,.: «"'^'■•^ ^ ^^l^^l^ (3.2) 
si V est archimédienne. Dans les deux morphisme a pour noyau 

On en déduit un morphisme «degré» défini par 

Gm(Ax) — ^ R 

deg^ : (a;^) ^-^ ^ iog(g„) deg;,,,(x,) (3-3) 

VdVK 

dans le cas arithmétique et 

Gm(Ax) — ^ z 
deg^ : (a;^) ^ ^ deg^,„(x,) • (3-4) 

Dans le cas arithmétique, le morphisme degj^ est surjectif, car le morphisme 
deg^^ est surjectif si v est archimédienne. Dans le cas fonctionnel, deg^ est 
surjectif d'après |Well VII § 5, Cor 6]. 

Dans les deux cas, le noyau de deg^ contient Gm(-^) (par la formule du 
produit) et K(Gm,). Il sera noté Gm(Ax)^. 

Soit L une extension finie de K. Dans le cas arithmétique, on a la relation 

Dans le cas fonctionnel, on a la relation 

^L^^guç, =d^[L: K] deg^, (3.6) 

OÙ l'on rappelle que g"^^ et g*^^ représentent les cardinaux des corps des 
constantes des corps de fonctions L et K respectivement. 

Soit à présent T un tore algébrique défini sur K, déployé par une ex- 
tension finie galoisienne L de groupe de Galois G. Soit m un élément de 
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X{T)'^, c'est-à-dire un morphisme de i^'-groupes T Gm (le morphisme 
dual est alors le morphisme de G-modules Z — > X{T) qui envoie 1 sur m). 

Par composition du morphisme continu '■ T{Ak) — ^ Gmi-^x) avec 

de on obtient un morphisme continu T{Ak) — > R dans le cas arithmétique 
et T{Ak) Z dans le cas fonctionnel. On note degy le morphisme défini 
par 

T{Ak) ^Hom(X(T)«,R) 

t I ^ [m ^^ (deg;^omA^)(t)] 

dans le cas arithmétique, et 

T(A,,) ^Hom(X(T)«,Z) 

t I — > [m t-> (deg;^omA^)(t)] 

dans le cas fonctionnel. Dans ce dernier cas, le morphisme deg^- n'est autre 
que le morphisme 9 défini par Oesterlé dans |Oel 1.5.5], composé avec log^^. 
Dans les deux cas, on a degQ^ = deg^. Le résultat suivant est immédiat. 

Lemme 3.7 

Le morphisme degrp est fonctoriel dans le sens suivant : soit 

/ : Ti T2 (3.9) 
est un morphisme de K -tores algébriques déployés par L. Le morphisme 

f : X{T2)^X{T,) (3.10) 
de G-module associé induit par dualité des morphismes 

r : {X{T,fy^{X{T,f)\ (3.11) 



et 



On a alors 



rn-- {XiT,)%^{XiT,)%. (3.12) 



deg^.^ oÎak = /r ° deg^i (3.13) 
dans le cas arithmétique et 

degT,oU^ = fodegT, (3.14) 

dans le cas fonctionnel. 
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Pour un tore algébrique T quelconque, à l'instar de degj^, deg-j. se dé- 
compose en une somme de degrés locaux, que nous décrivons à présent. Soit 

V une place de K, un groupe de décomposition au-dessus de et m un 
élément de X(T)'^", c'est-à-dire un morphisme de i^'t,-tores Tk^ — > Gm,Ky- 
Par composition du morphisme continu rriy : T^K,^) Gm{K^) avec dcg^^ ^, 
on obtient un morphisme continu T{Ky) — > Z si w est finie et T{Ky) — R si 

V est archimédienne. On note deg-^^ le morphisme défini par 



Hom (X(T) ^^Z) 

[m ^ (deg^_^om^)(t)] 



si V est finie et 



t K 



Hom {X{T) «-,R) 
[m ^ (deg;^_„om^)(i)] 



(3.15) 



(3.16) 



si V est archimédienne. Dans les deux cas, le noyau de deg^^ est T(0y). 

Notons iT,v l'injection continue naturelle de groupes topologiques T{Ky) 
T{Ak). 

Dans le cas arithmétique, pour toute place v, le diagramme 



log(qt,) dcgj. 



■T{Ak) 

dcgy 



(3.17) 



Hom {X{T) G\ R) ^ Hom(X(r)^, R) 



(où la fièche horizontale du bas est le morphisme naturel de restriction) est 
commutatif, et on a 



degr = log(g„) deg^^^^ . 

v&Vk 

Dans le cas fonctionnel, pour toute place v le diagramme 
T{K,) -r(A^) 



(3.18) 



(3.19) 



dcg2 



Hom {X{T)^\Z) ^Hom(X(r)^,Z) 



(où la fièche horizontale du bas est le morphisme naturel de restriction) est 
commutatif, et on a 

degT îv àQgT,v ■ (3-20) 

veVK 



27 



Le noyau de deg^. sera noté T^AkY. 1^ formule du produit, T{K) 
est contenu dans T(Ax)^- Par ailleurs, comme chaque morphisme deg^,, a 
pour noyau T{Oy), T(Aft:)^ contient K(r). En outre, r(Ax)^ s'identifie au 
groupe 

T{AkY = HomG(X(T), G^(Ai)i). (3.21) 
Pour toute partie finie S de Vk, on note 

TiAKYs = T{Ak)s n T{Ak)\ (3.22) 

On définit à présent une variante du morphisme deg^. et des degrés locaux 
degT„ qui nous sera utile par la suite. Contrairement à deg^, la définition de 
cette variante dépend du choix de l'extension L déployant T. Pour comparer 
les deux notions, nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant. 

Lemme 3.8 

Soit M un G-module qui est un Z-module libre de rang ûni. Alors la ûèche 
naturelle 

{M'^f — ^{M^y (3.23) 
est une injection de conoyau Uni. 

Démonstration : Le quotient M/M'^ étant sans torsion, on a une suite 
exacte 

{M/M^y ^ {M^y (3.24) 

En prenant les G-invariants, on obtient la suite exacte 

^ [{M/M^yy {W^f {M^y {G, (M/M^y) (3.25) 

dont r avant-dernière fièche est la fièche de l'énoncé. Son conoyau est donc 
fini. Soit (j) un élément de (M^)*^ = HomG'(M, Z) dont la restriction à 
est nulle. Pour tout x G M, Nqx = ^g.x est un élément de et on a 

= ^{Ngx) = [G](t){x) (3.26) 

donc 0(,x) = 0. Ainsi est nulle, d'où l'injectivité (en d'autres termes, le 
dual d'un G-module anisotrope est anisotrope). □ 
On se place dans le cas arithmétique. On considère la suite exacte 

Gm{ALf G^(Ai) ^ R ^ 0. (3.27) 
Tensorisons par X{TY et prenons les G-invariants. On obtient la suite exacte 
T^AkY T{Ak) {X{Ty)^ (3.28) 
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et donc un morphisme 

deg^,^ : T{Ak) ^ {X{Trf , (3-29) 

de noyau T(Ai^)^. On notera encore deg^^^, le morphisme obtenu par com- 
position avec le morphisme de restriction (X(T)^)^ ^ (X(T)'^)^ (qui est 
un isomorphisme d'après le lemme IXSl) . On a donc, pour tout t G T{Ak) et 
tout m G X(T)^, 

(degT,L(a;) , m) = degi(mA^(t)). (3.30) 
D'après ( IS.Sh on a donc 

degr,L = [L: K] deg^, (3.31) 

ce qui montre en particulier que contrairement au morphisme deg^, le mor- 
phisme degj^ dépend du choix de l'extension déployant T. 
Remarquons que le diagramme 

T{Ak) ^ HomG(X(T), R) (3.32) 

m Al) '''"^^ ^ Hom(X(T), R) 

(où les flèches verticales sont les inclusions naturelles) est commutatif. 

Plac ;ons nous à présent dans le cas fonctionnel. On considère la suite 
exacte 

^ GU^lY — G^Al) ^ Z — ^ 0. (3.33) 
Tensorisons par X(T)^ et prenons les G-invariants. On obtient la suite exacte 

^ T{AkY AAk) (X(T)^) ^ (3.34) 

et donc un morphisme 

deg^,^ : T{Ak) ^ {Xiryf , (3.35) 

de noyau T{AkY. On notera encore deg^^. 1^ morphisme obtenu par com- 
position avec le morphisme de restriction (X(T)^)*^ (X(T)'^)^ (qui est 
injectif d'après le lemme 13.8p . On a donc, pour tout t G T{Ak) et tout 
m G X{Tf, 

(degT,L(t) , m) = degi(mA^(t)). (3.36) 
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D'après (13.6p . on a donc la relation 

dL degT^L = dK[L: K] deg^ (3.37) 

ce qui montre que contrairement au morphisme deg^^, le morphisme degrp^ 
dépend du choix de l'extension déployant T. 
Remarquons que le diagramme 

T{Ak) ^ HomG(X(T), Z) (3.38) 

Tl{Al) ^Hom(X(T),Z) 

(où les flèches verticales sont les inclusions naturelles) est commutatif. 

Tout comme le morphisme deg^-, le morphisme deg^-^. peut se décompo- 
ser (de manière non canonique) en une somme de degrés locaux, que nous 
décrivons à présent. 

Soit V une place finie de V une place de L divisant v et son groupe 
de décomposition. On considère la suite exacte de Gt,-modules. 

— — >K^ — > 0. (3.39) 

Tensorisons par X{Ty et prenons les Gt,-invariants. On obtient la suite 
exacte 

— > T{0^) — y T{K^) — > {X{TY) (3.40) 
et donc un morphisme 

deg^,^,v : T{K,)^{X{Trf^ (3.41) 
de noyau T((9^). Remarquons que le diagramme 

T{K,) ^!!^^ HomG.(X(T), Z) (3.42) 

Ti(Lv) ^ Hom(X(T), Z) 

(où les flèches verticales sont les inclusions naturelles) est commutatif. 

Soit à présent v une place archimédienne, V une place de L divisant v et 
Gv son groupe de décomposition. On considère la suite exacte de Gt^-modules. 

O^O^^K^ '°!U^ R ^ 0. (3.43) 
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Tensorisons par X(T)^ et prenons les G^-invariants. On obtient la suite 
exacte 

T{0,) T{K,) (X(r)^)^'' (3.44) 
et donc un morphisme 



de noyau T{Oy). Remarquons que le diagramme 



(3.45) 



T{K,) 



HomG.(X(r),R) 



(3.46) 



Ti(Lv) "'^^'-'^ > Hom(X(T), R) 

(où les flèches verticales sont les inclusions naturelles) est commutatif. 
Dans le cas arithmétique, pour toute place v le diagramme 



log(çv) dcgj, r V 



■T{Ak) 

<icgT.L 



(3.47) 



HomG,(X(r),R) -Hom(X(T)^,R) 



(où la flèche horizontale du bas est le morphisme de restriction) est commu- 
tatif, et on a 

degT,L = XI ^og(^v) degTL,v- (3-48) 
veVK 

Dans le cas fonctionnel, pour toute place v le diagramme 



•T(A^) 



(3.49) 



deg 



T,L 



HomG„(X(r), Z) -Hom(X(r)G, Z) 

(où la flèche horizontale du bas est le morphisme de restriction) est commu- 
tatif et on a 

degr,L = /v dcgy,i,v (3-50) 
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3.3.2 Propriétés du degré local dans le cas d'une place finie 

On considère toujours un tore algébrique T défini sur un corps global K 
et déployé par une extension galoisienne L de groupe G 

Lemme 3.9 

Soit V une place finie de K non ramiûée dans L, V une place de L divisant v 
et Gy le groupe de décomposition correspondant. Alors le morphisme 

deg^,^,v : nK.) (XiTyf^ (3.51) 

est surjectif, et induit donc un isomorphisme 

T{K,)/T{0,) ^ {X{Tyfr (3.52) 

Remarque 3.10 : On verra plus loin (cf. la proposition I3.27p que pour une 
place finie quelconque le morphisme (I3.5ip est de conoyau fini. □ 
Démonstration : L'argument qui suit est repris de la page 449 de |Dr| . 
Au vu de la construction de deg^ ^ y, le conoyau du morphisme (I3.5ip est 
le groupe H^{G^, X{Ty ® O^). Or, si v est non ramifiée, est cohomo- 
logiquement trivial, et comme X (T)^ est sans torsion, d'après ^Seli IX, §5, 
Corollaire], X {Ty ® est encore cohomologiquement trivial, d'où le ré- 
sultat. □ 

Lemme 3.11 

Soit V une place finie de K, V une place de L divisant v, Gy son groupe de 
décomposition et e„ l'indice de ramification de v dans L. 
On a alors 

degT,L,v = (^v degr^^ . (3.53) 
Démonstration : On a en eff'et, pour t G T{Ky), et pour m G X(T)'^, 

(degr,^,^(t),m)=V(m,(t)) (3.54) 
= Cy v{{x , t)) (3.55) 
= Cy (degrpyit) , m) . (3.56) 

□ 

3.3.3 Propriétés du degré dans le cas arithmétique 
Lemme 3.12 

Soit V une place archimédienne de K, V une place de L divisant v, Gy son 
groupe de décomposition. 
On a alors 

degT,L,v = [Lv : Ky] deg^^y (3.57) 
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Démonstration : Soit t G T{K^) et m G X(T)'^. On a 

{AegT^LA^) , t) = log(|m,(t)|^) (3.58) 
= [Lv:ir.] log(|m,(t)|J (3.59) 
= [Lv : K,] {àegT^.it) , m) . (3.60) 

□ 

Lemme 3.13 

Soit V une place archimédienne de K, V une place de L divisant v et son 
groupe de décomposition. Le morphisme 

degT,L,v ■ T{K,) HomG„(X(T), R) (3.61) 

est surjectif. 

En particulier le morphisme 

deg^^^y : T{K,) Hom(X(T)^, R) (3.62) 

est surjectif. 

Démonstration : Le morphisme (I3.6ip est surjectif car il admet pour 
section le morphisme 

HomG.(X(T),R) HomG„(X(T),R") C HomG„(X(T), L^) ^ T{K,) 

(3.63) 

obtenu par composition soit avec l'exponentielle si Ly = R, soit avec le carré 
de l'exponentielle si Ly — > C. 

La deuxième assertion vient du fait que le morphisme de R-espaces vec- 
toriels 

HomG„(X(T),R) ^ Hom(X(T)^",R) (3.64) 
est un isomorphisme, et que le morphisme de restriction 

Hom(X(r)^", R) ^ Hom(X(r)^, R) (3.65) 

est surjectif. □ 
Corollaire 3,14 

Dans le cas arithmétique, degrp et deg^ sont surjectifs. 

Démonstration : Pour toute place v archimédienne, on a d'après le 
lemme [3.131 

degT^L,viT{K,)) = Hom(X(T)^, R). (3.66) 
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ce qui montre la surjectivité de deg^^. d'après (|3.48p . 

Par ailleurs, pour toute place v archimédienne, T{Ky) est un groupe di- 
visible, et deg^^ et degrpj^y sont proportionnels. On en déduit qu'on a 

degT,,{T{K,)) = Rom{X{Tf, R). (3.67) 

ce qui montre la surjectivité de deg^ d'après (13. 18p . □ 



3.3.4 Propriétés du degré dans le cas fonctionnel 

Contrairement à ce qui se passe dans le cas arithmétique, deg^ n'est plus 
nécessairement surjectif dans le cas fonctionnel, comme le montre le lemme 
suivant. 

Lemme 3.15 

Soit K un corps de fonctions et L/K une extension ûnie galoisienne, de 
groupe de Galois G. Soit Kq une extension de K contenue dans L, T le 
tore ResKo/K Gm et Gq = Gal(L/_K'o). Soit Ûq tel que = q'^ , de sorte 
que do = Alors, via les identiBcations naturelles T{Ak) = G?m (Ako) et 
{X{T)^y = Z, le morphisme degj. n'est autre que le morphisme Ûq degi^^, 
et son image est do Z. En particulier degj- n 'est pas nécessairement surjectif. 

Démonstration : Soit t G Gm(Axo)- Via l'identification 

T{Ak) ^ GUAko), (3.68) 

il lui correspond l'élément de 

T{Ak) = HomG(Z[G/Go], G^Al)) (3.69) 

qui envoie Gq sur t. Le Z-module Z[G/Go]'^ est de rang 1 engendré par 
çGq. Le morphisme degrp(t) envoie alors Yl 9 sur 

geG/Go g&G/Go 



degK 



d, [G] 



deg^(t) (3.71) 



d, [L:K] [Goj 

'^dJrrK;]''^^^'^ ^'-''^ 

do deg^„(t), (3.74) 
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la première et la dernière égalité venant de la formule fl3.6p . Le fait que 
l'image est do Z découle alors de l'existence de diviseurs de degré 1 ( |Well 
VII, §5,Cor 6]). □ 

Notation 3.16 

Dans le cas fonctionnel, on note Dt l'image du morphisme deg^-. 
Proposition 3.17 

022 se place dans le cas fonctionnel. Le morphisme 

àegT,L ■■ T{AK)-^{X{Tyf (3.75) 
est de conoyau fini, et il en est de même du morphisme 

deg^ : T^Ak) {X{TfY . (3.76) 

Démonstration : C'est un cas particulier de |Oel I.5.6.b], où la preuve 
est donnée pour tout groupe linéaire algébrique. Nous donnons ici une preuve 
pour les tores algébriques. 

D'après le lemme lXSl il existe une suite exacte de G-modules 

-> X(T) ^ P^Q^O. (3.77) 

où P et Q sont libres de rang fini en tant que Z-modules, et P est un G- 
module de permutation. Notons Tp (respectivement Tq) le i^'-tore de module 
de caractère P (respectivement Q). 

Le conoyau de la flèche (P"^) ^ — ^ (X(T)'^) ^ est le groupe {G, Q^) qui 
est flni. Comme Tp est quasi-déployé, d'après le lemme 13.151 le morphisme 
degrpp i est de conoyau flni. Le diagramme commutatif 

Tp(Ak) -T(Ak) (3.78) 

(pv^G ^(X(T)V)^ 

permet de conclure pour deg-j.j^. Or on a la formule 

dL degT^L = dK[L: K] deg^, (3.79) 

et {X{Ty)^ est un sous-module d'indice flni de [X{T)'^Y . On en déduit le 
résultat pour deg^. □ 

Notation 3.18 

Da22s le cas fonctionnel, on note Ct le conoyau de degrp. 
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On considère toujours T un tore algébrique défini sur le corps de fonctions 
K. Les résultats de la fin de cette section donnent des renseignements sur 
les groupes Dt et Ct- Soit G le groupe de Galois de K^jK, il contient un 
sous-groupe distingué Ti tel que le quotient G l'H s'identifie à le groupe de 
Galois absolu de fc. La représentation continue de G dans Aut(X(T)) induit 
une représentation continue 

Q : — ^ Aut (X(T)^) . (3.80) 

Soit Qt = 'Ô/Ker(^) et dx = [qt]- Ainsi le corps fini à q^^ éléments est le 
corps des constantes minimal d'une extension galoisienne L/K déployant T. 

Pour tout G-module M, on note Nq la norme sur M, i.e. le morphisme 
qui à m E M associe l'élément de M"-^ 

NG{m) = ^gm. (3.81) 

Lemme 3.19 

L'image de NgT{Al) par deg^ est dx {X{T)^y . 
Démonstration : Soit 

G T(Ai) = Hom(X(T), G^(Ai)). (3.82) 

Le morphisme degj-(Ai'G0) envoie m G X{T)'^ sur 

degi^ (n(^'^)("^)) =degx (n^-(<^(^"'^)) ) (^.83) 

= deg^ (n^-(<^("^))) (3-84) 

V56G / 

= |^deg^|^n^-('^M)) (3-85) 

= dT deg^(0(m)). (3.86) 

La troisième égalité provient de la formule (13.61) . compte tenu du fait qu'on a 
dr = di/dx- Ainsi l'image de NgT{Al) par deg^- est incluse dans dx {X(T) . 
Montrons à présent que la flèche 

deg^ : NgT{Al) dr (X(r)^)'' (3.87) 

est surjective. 
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Soit ïjj un élément de dx (X(T)'-^)^. On peut construire un morphisme 
G Hom(X(T)^, G^(Al)) (3.88) 
tel que pour m G X(T) on ait 

Vm G X(T)^, degi(0(m)) = (3.89) 

Soit en effet t G Gm(Ai^) un idèle tel que deg^(t) = 1 Choisissons en outre 
une base de X{T) ^ (mi, . . . , m^) . Pour z = 1, . . . , r, ipirrii) s'écrit dr rii avec 
rii G Z. On pose alors 4>{mi) = t"'\ 

Comme X{T)'^ est en tant que Z-module un facteur direct de X{T), un 
tel morphisme (j) s'étend en un morphisme 

0GHom(X(T),G„(Ai)). (3.90) 

On vérifie que pour un tel 0, on a, compte tenu de (|3.89lj . degrp{NG 4>) = ip. 

□ 

Corollaire 3.20 

2)t contient dr {X{T)^y . 

Corollaire 3.21 

Si k est algébriquement clos dans L, on a Gt = 0. 

Démonstration : En effet dans ce cas on a c^t = 1. □ 



3.4 Groupe de classes 

Rappelons que pour tout corps global K, Ck désigne le groupe des classes 
d'idèles de K. 

On considère un tore algébrique défini sur corps global déployé par 
une extension finie galoisienne L de groupe G. 
Le groupe 

T{CL) = 'iiom{X{T),CL) (3.1) 

est isomorphe à T(Al)/T(L). Il est par ailleurs muni naturellement d'une 
action de G. Nous posons 

T{Ck) = HomG(X(T),Ci) = T(Ci)^. (3.2) 

Cette définition est indépendante du choix de l'extension déployant T. 
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Notons que la suite exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte 
de G-modules 

X{TY ® Gm{L) X{TY ® G„(Al) X{Ty ®Cl^Q (3.3) 

fournit la suite exacte 

T{K) T{Ak) — T{Ck) — H\G,T{L)) ^ H\G,T{Al)) 

(3.4) 

et donc la suite exacte 

T{Ak)/T{K) T{Ck) ^ m(T) 0, (3.5) 

où ni(T) est le groupe de Tate-Shafarevich de T, défini par 

III(T) = Ker {H\G, T{L)) ^ H\G, T{Al))) , (3.6) 

cette définition ne dépendant pas du choix de l'extension déployant T. 

Ainsi le groupe T{Ak)/T{K) s'injecte dans T{Ck) mais ne lui est en 
général pas égal (pour un exemple avec m(T) ^ cf. par exemple |CTSal 
p.224, §G.]). 

Un cas important d'égalité se produit quand T est la restriction à la Weil 
àe Kq à K de G^, pour Kq extension séparable de K. Dans ce cas, T{Ck) 
s'identifie à Ckq. En effet, on a alors, par le théorème de Hilbert 90, 

C;^^ = C'^G^i(^/'^o). (3.7) 

Bien entendu l'isomorphisme 

T{Ck) ^ T{Ak)/T{K) (3.8) 
est encore valable si T est quasi-déployé. 

3.5 La dualité de Nakayama 

3.5.1 Les groupes de cohomologie à la Tate 

Nous effectuons quelques rappels sur les propriétés des groupes de co- 
homologie à la Tate, renvoyant à |Sell Chapitre VIII] pour plus de détails. 
Soit G un groupe fini. Pour tout n G Z, on peut définir sur la catégorie des 
G-modules un foncteur H'^{G, . ), à valeurs dans la catégorie des Z-modules, 
vérifiant entre autres les propriétés suivantes : 

- Pour n ^ 1, ce foncteur coïncide avec le foncteur classique if" (G, .),n- 
ème foncteur dérivé droit du foncteur «points fixes sous G» : M M'-^. 



38 



- Si M est un G-module et 

Ng : mH^^^fyf.m (3-1) 

est la norme, on a H°{G,M) = M^/NgM. 

- Si 

— >M' — >M — > M" — > (3.2) 
est une suite exacte de G-modules, on a une suite exacte longue 

... — ^ H"-\G, M") ^"(G, M') — > H'^iG, M) (3.3) 
— > ^" (G, M") ^ H''+^ {G, M') — > H''+^ (G, M)... (3.4) 

- Pour tout n G Z, H^{G, M) est tué par la multiplication par [G]. 

- Si M est de type fini, pour tout n G Z, H"-{G, M) est fini. 

- Si M et M' sont des G-modules et m et n sont dans Z, il existe une 
application Z-bilinéaire 

H'^iG, M) ® ^"(G, M') — > ^"'+"(G, M® M'). (3.5) 

fonctorielle en M et M' . 

- Pour tout G-module M, le morphisme naturel de G-module 

M^M'^^Z (3.6) 

induit par fonctorialité un morphisme trace 

^°(G,M®M^) ^i^°(G,Z) ^ Z/[G]. (3.7) 

En composant l'application bilinéaire (13.51) pour M' = = Hom(M, Z) 
et n = —n avec la trace, on obtient une dualité parfaite 

#""(G, M) ® #"(G, M^) — y Z/ [G] (3.8) 

qui permet en particulier d'identifier H~^{G, M) au dual Hom (^H^{G, M 

de H'^{G,M'^ (qui coïncide avec son dual topologique si H'^ {G, M'^) 

est fini), et inversement. 
Dans toute la suite, pour tout n G Z, nous noterons H"-{G, M) le groupe 
H"' {G, M), sauf dans le cas où n vaut explicitement 0, oii nous conserverons 
la notation H^{G, M) pour éviter toute confusion. 
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3.5.2 Énoncé de la dualité de Nakayama 

Soit K un corps global et T un tore algébrique sur K, déployé par une 
extension galoisienne L de groupe G. La dualité de Nakayama donne un 
moyen simple de calculer la cohomologie du G-module T{Cl)- Le résultat 
suivant est une conséquence de |Nal Theorem 3]. La théorie du corps de 
classes permet de définir un générateur canonique a du groupe H'^{G,Cl), 
appelé classe fondamentale (cf. |HoNal p. 359]). 

Théorème 3.22 (Nakayama) 

Le cup-produit par a induit pour tout n ^ Z un isomorphisme 

i/" (G, X(T)^) ^ T{Cl)). (3.9) 

En particulier les groupes de cohomologie H'^iG, T{Cl)) sont Unis pour tout n. 

Rappelons que pour tout n le groupe fini iJ" {G, X(Ty) s'identifie canoni- 
quement au dual Hom(i7-"(G, X(T)), Q/Z) = H-''{G,X{T)y du groupe 
fini i/-"(G,X(T)). 

3.6 Cocompacité 

Soit K un corps global. Nous notons = Gm{-^KY/Gm{K). C'est 
un groupe compact par |Well IV§4, Theorem 6]. Soit à présent T un tore 
algébrique sur K déployé par une extension galoisienne finie L de groupe G. 
Posons 

TiCK)' = }îomGiXiT),Cl), (3.1) 
ce qui ne dépend pas du choix de l'extension L déployant K. 

Lemme 3.23 

Le groupe (G, T{GlY) est &ni. 

Démonstration : Dans le cas fonctionnel, on considère la suite exacte 

— > X{TY ®Cl^ X{TY ® Cl '''^^^ X{TY ^ 0. (3.2) 
La suite exacte de cohomologie sous G associée fournit la suite exacte 

T{Ck) ^ {X{TYf H' (G,T(Gi)) iJi(G, T(Gi)). (3.3) 
Par dualité de Nakayama, {G,T{Cl)) est fini et la fièche 

T{CK)^{X{TYf (3.4) 
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n'est autre que la factorisation de degj.^ par T{Ck), son conoyau est donc 
fini. 

Dans le cas arithmétique, on utilise la suite exacte 

X{TY ®Cl-^ X{Ty ® Cl '""^^^ X(T)^ ^ (3.5) 

et un argument strictement similaire (ici deg^-^. 6st d'ailleurs surjectif d'après 
le corollaire 13. 141) . □ 

Proposition 3.24 

1. Le quotient T{AkY /T{K) est compact. 

2. Dans le cas arithmétique, T{Ak)/ K(T).T{K).T{Ak)vk oo 

3. Dans le cas fonctionnel, T{AkY / K{T).T{K) 

Démonstration : Le point [H est un cas particulier de |Oel IV. 1.3.], où il 
est montré plus généralement pour un groupe résoluble. Nous donnons une 
preuve de ce résultat pour un tore algébrique. 

Si T est quasi-déployé, le résultat découle immédiatemment de la compa- 
cité de Gm{ALy / Gm{L) pour tout corps global L. 

Par ailleurs, si T est quasi-déployé. on a un isomorphisme 

T{CkY ^T{AK)'/nK) (3.6) 

En eff'et, il suffit de le montrer pour T = ResKo/K Gm où Kq est une extension 
de K contenue dans L. Or, par le théorème de Hilbert 90, on a 

^^l^Gal(L/i.o)^^l^^_ (3.7) 

Ainsi, si T est quasi-déployé, T{CkY ^st un compact. 

Pour T quelconque, d'après le lemme 13.31 il existe une suite exacte de 
G-modules 

^ X(T) ^ P^Q^O. (3.8) 

où P et Q libres de rang fini en tant que Z-modules, et P est un G-module 
de permutation. Notons Tp (respectivement Tq) le i^'-tore de module de 
caractère P (respectivement Q). 

On a le diagramme commutatif suivant 

Tp{AKy/Tp{K) T{AKy/T{K) (3.9) 

p 

î 

Tp{Ck)' -T{Ck)' 
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d'après lequel il suffit, pour montrer la compacité de T^AkY /T{K), de mon- 
trer que la flèche Tp (Ck)^ — > T {Ck)^ est de conoyau flni. 
Or la suite exacte 

— ^Q"^ — ^ P"" — >X{Ty — ^0 (3.10) 

fournit la suite exacte 

TpiCK)' ^TiCK)' {G,Tq{ClY) . (3.11) 

D'après le lemme 13^231 (G, Tq(Cl)^) est fini, d'où le résultat. 

Montrons le point El qui, dans le cas oii T = Gm, est le théorème de 
finitude du nombre de classes d'idéaux d'un corps de nombres. D'après le 
lemme [3.131 on a 

T{Ak)=T{AkY.T{AkW^ (3.12) 
et il suffit donc de montrer que le quotient 

T(A^)VK(T).T(ir).T(A;,)^^^_^ (3.13) 

est fini. Mais ce dernier groupe est discret, et compact car T{AkY /T{K) est 
compact d'après le point [H 

Montrons à présent le point [3l De fac ;on semblable au point [21 il peut 
se déduire du point [T] : la compacité de T{AkY /T{K) entraîne celle de 
T{AkY /'K{T).T{K)^ et donc la finitude de ce dernier groupe dans le cas 
fonctionnel car il est alors également discret. 

Cependant le point [3] peut se retrouver directement, en remarquant qu'on 

[nA^Yf = nAK)\ (3.14) 

d'où une injection 

r(A^) V (K(Ti).T(L)) ^ ^ {T{ALy/K{TL).T{L)) ^ . (3.15) 

Or T(Al)VK(Tl).T(L) n'est autre que (Pic°(CL))'^'°'^^^ C'est donc un groupe 
fini. On en déduit que le groupe 

T{AKy/{K{TL).T{L)f (3.16) 

est fini. 

Par ailleurs, K(Ti) fl T(L) s'identifie à un produit de dim(T) copies du 
groupe des fonctions régulières inversibles sur la courbe projective Cl, et est 
donc fini. Il en en donc de même pour {G, K(Tl) Pi T{L)). Maintenant la 
suite exacte 

— > K{T).T{K) — > (K(Ti).T(L)) ^ — > (G, K{Tl) H T(L)) (3.17) 

montre que 'K{T).T{K) est d'indice fini dans (K(Ti).T(L)) ^ , d'où la finitude 
de T{AkY/K{T).T{K). □ 
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3.7 Résultats locaux 
Lemme 3.25 (Ono) 

Soit V une place ûnie de K. Soit 1 ^ T" ^ T' ^ T ^ 1 une suite exacte de 
tores algébriques sur K. Soit L une extension galoisienne finie déployant T, 
T' et T". Si V est non ramifiée dans L/K, le morphisme 

T'(a) -^T(a) (3.1) 

est surjectif. 



Démonstration : La preuve figure dans |Onll Lemma 4.2.1], nous la rap 



pelons. Soit V une place de L au-dessus de f , et le groupe de décomposition 
de V. On a 

T(a)^HomG.(X(T),0^), (3.2) 
r'(a)^HomG.(X(T'),0^) (3.3) 

et une suite exacte 

T\0,)^T{0,)-^H\G,,X{T"f ®0^). (3.4) 

Or, comme v est non ramifiée, est cohomologiquement trivial, et 
comme X {T"Y est sans torsion, d'après |Sell IX, § 5, Corollaire], X [T"Y ® 



est encore cohomologiquement trivial, d'où le résultat. □ 
Soit T un tore algébrique défini sur un corps global K, déployé par une 
extension finie galoisienne L de groupe de Galois G. On suppose donnée une 
suite exacte de G-modules 

— y X{T) -Z P — y Q — . (3.5) 

où P et Q sont des Z-modules libres de rang fini, et P est un G-module 
de permutation. Le but de ce qui suit est de préciser le comportement du 
degré local vis-à-vis de cette suite exacte. Comme conséquence, on obtient la 
finitude du conoyau du degré local. 

Choisissons une base G-stable (nj)jg/ du G-module de permutation P, 
dont on note (n^)jg/ la base duale. Pour T G I/G, choisissons en outre un 
élément n^de l'orbiteT. Soit G^son stabilisateur. Ces choix permettent d'iden- 
tifier P (et P^) au G-module de permutation © Z[G/Gi]. Si on désigne par 

Te//G 

K:^ le corps L*^», cette identification iduit un isomorphisme 

Tp^ Il ResK„K G„. (3.6) 
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Soit V une place finie de K, V une place de L divisant v et Gy son groupe 
de décomposition. Rappelons qu'on note encore V la valuation normalisée 
représentant V. 

L'isomorphisme (13.61) induit au niveau des ii'^-points un isomorphisme 
Tp{Ky)^ Il Gm{K~,®Ky) = J] J] G^{K^). (3.7) 

?e//G i&I/G w€Pk~ 

w\v 



Pour î E I/G, considérons l'application 

G/GV — > {weVKj,v\w} 
g ^ g-\V\K, 



(3.8) 



Ce n'est autre que le passage au quotient par l'action de G^, d'où une cor- 
respondance entre et les places de Kj au-dessus de v. 

Pour j eT/G„, nous notons Wj la place de K^; au-dessus de v donnée par 
cette correspondance. On choisit en outre nj un élément quelconque de j. 

On pose alors 

r,= E ^"(^")' (3-9) 

de sorte que tj est un élément de (X(T)^)'-^". 

Pour Te I/G et j G T/Gy, on identifie, via l'isomorphisme (13.71) . Gm{Kyj.) 
à un sous-groupe de Tp{Ky). Soit tt^ une uniformisante de Ky^ et ej l'indice 
de ramification de Wj dans L. 

Lemme 3.26 

On a la relation 

degr,L,v [iviTTw,)] = Cj tj. (3.10) 
Démonstration : Le morphisme 7 et la décomposition 

© © ® (3.11) 

t&I/Gj&/Gv 

induisent des morphismes de G^-module 

X(T)^ © Zn (3.12) 

nGGu-rtj 

qui à leur tour induisent par dualité des morphismes de i^^-tores 

^e^K^ /K, — ^ T. (3.13) 
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Pour tout j, ce dernier morphisme induit au niveau des i^'^i-points un mor- 
phisme 

ResK^^/K^ GrniK,) ^ G„(ir^J T{K,) (3.14) 

qui n'est autre que la restriction de 7^ à Gm{,Kw^)- 
Il peut donc se décrire comme le morphisme 

HomG„f © Zn,L^) ^Homa„(X(T),L^). (3.15) 

\n^Gvnj J 

On calcule alors 7t,(7r^J en utilisant la description (13.15p . 
Via l'identification 

G„(ir^J ^HomG„( © Zn,Lv) (3.16) 

l'élément 'ïïw. de Grn.{,Kyj.) correspond au morphisme qui envoie Uj sur tt^^ 
Son image par 7^ est donc l'élément de HomG'„(X(T), L^) donné par 

W (^?„vr^,)<"^'^'("'», (3.17) 

OÙ pour n G G^.nj on note Qn un élément de tel que n = Çn-nj. 

On en déduit que degj. ^(7^(7?^^ )) est l'élément de {X(Ty qui à 
m G X(T) associe 

J2 (m,7"(Ti^)) V(^7„7r^,)= (^,7"M) V(7r^J (3.18) 

n^Gv-Tij nSGu.n,- 



= /m,e, 7^M) (3.19) 

= (m , ej Tj) (3.20) 
d'où le résultat. □ 



Comme conséquence du lemme 13.261 on obtient le résultat suivant, qui 
est signalé à la page 449 de |Dr| . 

Proposition 3.27 

Le morphisme 

deg^^^y : T{K) {X{Tyf^ (3.21) 

est de conoyau ûni. 
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Remarque 3.28 : Si en outre v n'est pas ramifiée dans L, on a déjà vu que 
le conoyau est en fait trivial (cf. le lemme IXOl) . □ 
Démonstration : Comme H^{G^, Q^) est fini, la fièche (P^) ^" ^ (X(T)^) 
(induite par la restriction de 7Và(P^)^")est de conoyau fini. Comme (P^) " 
est engendré par les éléments 

E (3-22) 

pour T décrivant I/G et j décrivant T/Gt,, on voit que le sous-Z-module de 
{Xiryy^ engendré par les Tj pour j G ï/G^, et ï G I/G est d'indice fini 
dans {X{TY)'^" . Il en est donc de même du sous-Z-module engendré par les 
ejTj. Or, le lemme 13^261 montre que àegj' i^y{j^{Tp{K.u))) contient ce dernier 
sous-module. 

□ 

Remarque 3.29 : Le raisonnement précédent pourrait permettre en fait de 
montrer en une seule fois la proposition 13. 271 et le lemme [3T9l en choisissant la 
suite exacte (13.51) de sorte que Q soit un G-module fiasque (cf. la sous-section 
[3ÂTD . En effet, dans ce cas, la fièche (pv)^- ^ (X(T)^)^" est surjective, et 
non plus seulement de conoyau fini. Or, si v n'est pas ramifiée dans L, tous 
les tj sont égaux à 1, et le raisonnement précédent montre que deg^^^y est 
surjective. □ 



3.8 Résolution flasque d'un tore algébrique et applica- 
tions 

3.8.1 Rappels et notations 

La notion de résolution fiasque d'un tore algébrique a été introduite par 
Colliot-Thélène et Sansuc dans |CTSa| en vue de l'étude de la R-équivalence 



sur les tores. 

Soit T un tore algébrique défini sur un corps i^, déployé par une extension 
finie galoisienne L de groupe de Galois G. Rappelons qu'un G-module M est 
dit flasque si pour tout sous-groupe if de G on a H~^{H, M) = 0. Par |CTSal 
lemme 3, page 181] il existe une suite exacte de G-modules 

— >X{T)^P — >Q — ^0 (3.1) 

où P et Q sont libres de rang fini comme Z-modules, P est de permutation et 
Q est fiasque (ceci généralise le lemme 13731 ). Un telle suite exacte est appelée 
une résolution fl,asque de X{T). 
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On fixe pour toute la section [XSl un tore algébrique T défini sur un corps 
global déployé par une extension finie galoisienne L de groupe de Galois G. 
et une résolution fiasque (I3.ip de X{T). Soit Tp le tore algébrique associé au 
G-module P. C'est un tore quasi-déployé. Soit Tq le tore algébrique associé 
au G-module Q. 

3.8.2 Un résultat local 

On conserve les hypothèses et notations introduites dans la sous-section 

On considère dans cette partie une place finie v de K. On note V une 
place de L au-dessus de v et le groupe de décomposition de V. 

Proposition 3.30 

Si V est non ramifiée dans L/K, le morphisme 

7, : Tp{K) T{K,) (3.2) 

est surjectif. 

Démonstration : La suite exacte de cohomologie associée à la suite exacte 
de G^-modules 

1 ^ Tq(Lv) Tp(Lv) ^ T(Lv) ^ 1 (3.3) 

et le fait que Tp soit déployé, donc que H^{Gy,Tp{L'\;)) soit nul d'après 
Hilbert 90, montre que le conoyau de est 

H\G,,Tq{Lv)) = H\G,,Q'' L^). (3.4) 

La nullité de ce groupe découle de l'application de la dualité de Nakayama 
aux corps locaux : celle-ci fournit un isomorphisme 

H\Gy, ® L^) ^ H-\Gy, g^). (3.5) 

Par ailleurs, v étant non ramifiée, Gy est cyclique, d'où un isomorphisme 

H-\Gy,Q'')^H\Gy,Q''). (3.6) 

Or le groupe H^iGy^Q"^) est nul car Q est fiasque. 

□ 

Corollaire 3.31 

On se place dans le cas fonctionnel et on suppose que le tore T est déployé 
par une extension L/K non ramiûée. Alors le morphisme Tp{Ak) — ^ T{Ak) 
est surjectif. 

Démonstration : Ceci découle de la proposition 13.301 et du lemme 13.251 

□ 
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3.8.3 Approximation faible 

On conserve les hypothèses et notations introduites dans la sous-section 
EÂH 

Soit T{K) l'adhérence de T{K) dans Yl T{K^) muni de la topologie 

vGPk 

produit et soit 

A{T) = ( n nK.)] /T{K). (3.7) 

c'est le groupe d'obstruction à l'approximation faible. Il est nul si T = 
et plus généralement si T est quasi-déployé, d'après |Hal p. 334]. 

Soit p le morphisme T{Ak)/T{K) A(T) induit par la projection 
T{Ak)^A{T). 

Pour tout ensemble fini S de places de K contenant les places archimé- 
diennes, nous notons 

T{AK)' = T{AK)f]llT{K^). (3.8) 

et 

T{K) ' = TiK) fl llnK,) (3.9) 



(en d'autres termes, T{K) est l'adhérence de l'image de T{K) dans Yl T{Ky)). 

ves 

Proposition 3.32 

1. On suppose que S contient les places ramifiées dans L/K. On a alors 
un scindage 

J\K)= (n^(^^)) ^T{K)'- (3.10) 
En particulier on a un scindage 

T{K) n T{Ak) = T{AKf X T{K) ^ (3.11) 

et les égalités 

A{T) = ( n nK.)] inK) ' = nAK)i (tW) n nAK)) . (3.12) 

2. La suite 

Tp{Ak)/Tp{K) T{Ak)/T{K) ^ A{T) (3.13) 
est exacte. 
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3. Il existe une suite exacte 



— > A{T) — > H\G, QY — > ni(T) — > 0. (3.14) 
En particulier, A{T) est Ëni et on a 

. Ml. ,3,5, 

Remarques 3.33 : 

1. Le point [H est dû à Voskresenskii. 

2. Dans le cas des corps de nombres, le point [2] est indiqué dans [BaTsll 
Theorem 3.1.1]. 

3. Le point [3] a été initialement démontré par Voskresenskii en caractéris- 
tique zéro et sous une forme légèrement différente ( |Vol Thm. 6]). Il est 
dû sous la forme donnée ici à Colliot-Thélène et Sansuc ( [CTSai Propo- 
sition 19 (iB)]). La démonstration qui en est faite ci-dessous reprend, à 
des détails de présentation près, celle des auteurs de |CTSa| . Elle figure 
dans ce texte d'une part par souci de complétude, d'autre part parce 
que les arguments utilisés permettent aussi d'obtenir le point [2l 

4. Si on ne suppose plus Q fiasque dans la suite exacte [XTl Draxl montre 
dans |Dr| que le conoyau du morphisme 

Tp{Ak)/Tp{K) T{Ak)/T{K) (3.16) 

est de cardinal 

ni(r) • ^''■^^^ 

Ce résultat permet de retrouver le point [2] à partir du point [3l 
Il permet aussi de montrer que les points [2] et [3] ne sont pas nécessai- 
rement vérifiés si on ne suppose plus Q fiasque dans la suite exacte 13.11 
(contrairement à ce qui est affirmé en haut de la page 3231 de |BaTs4| ). 
Considérons par exemple le cas où G est cyclique, et où la suite exacte 

— >X{T) — >P — >Q — .0 (3.18) 
est la suite duale de la suite exacte 

— >Ig — > Z[G] ^ Z — ^ (3.19) 
où e est l'augmentation ^cig g ^ J2'^g- 

Comme T est déployé, on a A(T) = 1, et d'après le résultat de Draxl le 

conoyau de la fièche Tp{Ak)/Tp{K) — > T{Ak)/T{K) est de cardinal 
[G]. 
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5. La relation (13.150 nous servira pour le calcul du terme principal de la 
fonction zêta des hauteurs dans la section [8l 

□ 

Démonstration : 

Comme Tp est quasi-déployé, on a A{Tp) = soit en d'autres termes 
Yl Tp{Ky) = Tp{K). Ceci ajouté au fait que Yllv est continu pour la topologie 

V V 

produit montre les inclusions 



{UTp{K^)^ C {Tp{K)) C T{K). 



(3.20) 



Or, d'après la proposition l3.30l l'image de Y\ Tp{Ky) par Yllv est Yl T{Ky) 

v^S V vis 

On en déduit que T{K) contient Y\T{Kv), ce qui, compte tenu du fait que 

vis 



T{K) est un sous-groupe de YlT{Kv), montre l'égalité (I3.10p . Les égalités 

V 

(13.1ip et (13.121) en découle aussitôt. 

Pour la suite de la preuve, on considère le diagramme commutatif et exact 







iii(r) 



(3.21) 



Tp{C 



K 



T{C_ 



K 



■H\G,Tq{Cl)) -0 



7A, 



Tp(Ak) — T{Ak) — H\G, Tq{Al)) 

V 

Tp{K) ^ T{K) ^ H\G, Tq{L)) 











La deuxième (respectivement troisième, respectivement quatrième) ligne s'ob- 
tient à partir de la suite exacte longue de cohomologie tirée de la suite ob- 
tenue en tensorisant le dual de la suite exacte (13.11) avec Cl (respectivement 
Gm(A2,), respectivement Grn{,L))^ en prenant les G-invariants, et en remar- 
quant que : 
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- par dualité de Nakayama, 

H\G,P'' ®Cl) ^ H\G,PY (3.22) 

et P étant de permutation, H^{G, P) = ; 

- H^{G,Tp{Al)) et H^{G,Tp{L)) sont nuls; ceci découle du fait que Tp 
est quasi-déployé et de Hilbert 90 (si k'/k est une extension finie ga- 
loisienne de corps, H^{Gal{k' /k), Gm{k)) = ; si en outre k est global, 
i/i(Gal(fc7A;),G^(AfcO) = 0). 

La première (respectivement deuxième, respectivement troisième) colonne 
s'obtient à partir de la suite exacte longue de cohomologie tirée de la suite 
obtenue en tensorisant la suite exacte 

1 G„(L) G^(Al) Gl (3.23) 

par P^ (respectivement X(T)^), respectivement Q^), de la définition de 
IIl(T) et du fait que Tp étant quasi-déployé, on a IIl(Tp) = 0. 

Nous allons montrer que le sous-groupe d~^{h'{H^{G,TQ{L)) est égal à 
T{K) n T(Ax), soit, en d'autre termes, que le groupe A(T) s'identifie au 
conoyau de u. 

De f l3.20p on déduit aussitôt l'inclusion 



Ker(9) = 7Ak (î^p(Ai^)) C T{K) n T(A^) (3.24) 
Du diagramme (13.211) on déduit l'égalité 

d~\u{H\G,TQ{L)) =T{K).KeT{d) (3.25) 

soit 

d-\uiH\G,TQ{L)) cT{K)r}TiAK) (3.26) 
Par ailleurs on a vu que l'image de Y[Tp{Ky) par était égale à 

V V 

llT{K,) X J]7,(Tp(i^,)). (3.27) 

Or, pour tout v, 7^, est ouverte d'après [Sâl Proposition 2.7(a)]. 
Ainsi l'image de Y[Tp{Kv) par ^7^, est ouverte dans n^(-^t')- 

V V V 

Mais, d'après le lemme 13^251 on a 

7A,(Tp(A^)) = T{Ak) fl (jlTpiK)^ . (3.28) 
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En particulier, l'image de Tp{Ak) par ^st ouverte dans T{Ak) pour 
la topologie produit. Or cette image n'est autre que Ker(9). Ainsi le sous- 
groupe d^^{u{H^{G,TQ{L)) est ouvert dans T(Ax) (toujours pour la topo- 
logie produit), donc fermé. Comme il contient T{K), on a 

T{K)nT{AK) C d-\u{H\G,TQ{L)) (3.29) 

De (13:261) et (l3:29|) on déduit l'égalité cherchée 

d-\u{H\G, Tq{L)) = T{K) n T(Ak) (3.30) 

Le fait que le groupe A{T) s'identifie au conoyau de z/ a deux consé- 
quences : d'une part le lemme du serpent et le diagramme commutatif exact 

(3.31) 



Tp{K) T{K) H\G, Tq{L)) 

" " Y 

Tp{Ak) T{Ak) H\G, Tq{Al)) 



Tp{Ak)/Tp{K) T[Ak)IT{K) A{T) 





montrent le point 3. 

D'autre part, une chasse au diagramme standard dans (13.2ip montre 
l'existence d'une suite exacte 

A{T) H\G, Tq{Cl)) ^ ffl(T) 0. (3.32) 

Par dualité de Nakayama, on a un isomorphisme 

H\G,Tq{Gl))^H\G,Q)* (3.33) 

d'où la suite exacte (13.141) . □ 

Corollaire 3.34 

On se place dans le cas fonctionnel et on suppose que le tore T est déployé 
par une extension L/K non ramiûée. Alors A(T) est trivial. 

Démonstration : Ceci découle du corollaire 13.311 et du point [2] de la 
proposition 13.321 □ 
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3.8.4 Un invariant des tores algébriques définis sur les corps de 
fonctions 

On introduit dans cette sous-section un invariant des tores algébriques 
définis un corps de fonctions. Cet invariant intervient naturellement dans 
le calcul du terme principal de la fonction zêta des hauteurs d'une variétés 
torique en caractéristique positive. La question de savoir si cet invariant est 
trivial ou non n'est nullement évidente, et a été résolue par Colliot-Thélène 
et Suresh. Comme déjà indiqué, dans une version précédente de ce texte, il 
était affirmé à tort que cet invariant subsistait dans l'expression finale du 
terme principal de la fonction zêta des hauteurs des variétés toriques. 

On conserve les hypothèse et notations introduites dans la sous-section 
13.8. 1[ et on suppose en outre dans cette sous-section que K est un corps de 
fonctions, de corps des constantes k. De la résolution fiasque (13. ip on tire au 
niveau des espaces adéliques la suite exacte 

Tq(Ak) Tp{Ak) T{Ak). (3.34) 

Enfin, en prenant l'image de cette suite exacte par l'application deg-j. (cf. 
section [331) ■ on obtient un complexe 

Vtq — > Dtp — > ^T. (3.35) 



Lemme 3.35 

Le conoyau de la Rèche Dxp — ^ T^t est fini, et il ne dépend pas du choix de 
la résolution ûasque. 

Démonstration : On a le diagramme commutatif suivant 

'^Tq -2)tp -2)t (3.36) 



(Q^) — (i^^) — (^(T)^)" 

où les fièches verticales sont de conoyau fini. Par ailleurs le quotient P'^ /X{TY 
s'injecte dans Q*-^ , et est donc sans torsion. Ainsi le morphisme (-P*^) 
(A(T)'^)^ est surjectif, et donc la fièche 

■Dtp — > T^T (3.37) 

est de conoyau fini. 
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Montrons que ce conoyau ne dépend pas du choix de la résolution flasque. 
En effet soit Pi un G-module de permutation, on obtient à partir de ()3.ip 
une nouvelle résolution flasque 

3^1 : — ^X(T) — >P®Pi — >Q®Pi — ^0, (3.38) 

qui induit un morphisme Tp x Tp^ T lequel se factorise en 

Tp X Tp, — . Tp — > T, (3.39) 

où la première flèche est la projection naturelle et la deuxième le morphisme 
induit par (13.11) . On a un isomorphisme naturel DxpxTp^ "^Tp x 'I'tp, et le 
morphisme Dxp x Dtp^ — > D^p induit par la première flèche de (I3.39p n'est 
autre que la projection naturelle. On a donc 

Coker(î)Tp xTp, ^ 2)^) = Coker(T)rp 2)^)- (3.40) 

Par ailleurs si 

— >X{T) — >P' — >Q' — ^0. (3.41) 

est une autre résolution flasque de X(T), par |CTSal lemme 5], les G-modules 
Q et Q' sont isomorphes après addition de G-modules de permutation conve- 
nables. □ 
On note %t le cardinal du conoyau de la flèche Dxp — > Dt- 

Proposition 3.36 

On a %T = 1 dans les cas suivants : 

- T vérifie l'approximation faible (i.e. A(T) = 0) 

- T est anisotrope, 

- T est déployé par une extension dans laquelle k est algébriquement clos. 

Démonstration : Rappelons que l'on désigne par L une extension galoi- 
sienne flnie déployant T, et que son groupe de Galois est noté G. 
Si A{T) = 0, le lemme [3.321 montre que le morphisme 

Tp(A^) ^ T{Kk) (3.42) 

est surjectif. Ainsi %t = 1- 

Si T est anisotrope, X(T)'^ = 0, donc T)t = 0, d'où le résultat. 

Supposons T déployé par une extension dans laquelle k est algébriquement 
clos. Alors k est encore algébriquement clos dans la clôture galoisienne d'une 
telle extension. On peut ainsi supposer que k est algébriquement clos dans 
L. D'après le corollaire 13.211 on a Ct = 0, i.e. 

Dt= (X(T)«)\ (3.43) 
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et de même 

Œ)Tp = (P^)^ (3.44) 
Mais, comme déjà vu dans la preuve du lemme [335l la flèche 

{P^y ^ {X{T)''y (3.45) 

est surjective, d'où le résultat. □ 
Remarque 3.37 : Le cas où A{T) = se produit en particulier quand T est 
quasi-déployé. Plus généralement, d'après la suite exacte (13.14p . il se produit 
si H^{G, Q) = 0. D'après jCTSal Corollaire 2] et la dualité de Nakayama, ceci 
est vérifié en particulier quand T est déployé par une extension métacycliqu^ 

de K. □ 

Colliot-Thélène et Suresh ont exhibé dans |CTSu| un exemple de tore 
algébrique T ne vérifiant pas %t = 1, que nous décrivons à présent. Soit 
G = Z/2xZ/2 1e groupe de Klein, r et a des éléments de G tels que G est 
engendré par r et a. On note Iq le noyau de l'augmentation Z[G] Z et 
Ng l'élément J^d de Z[G]. Soit N le sous-G-module de Z[G] défini par 

N = {n E Z[G], 3m G Ig, o-.n — n = m + Tmet r.n — n = m + a m} 

(3.46) 

Soit L/K est une extension galoisienne de groupe G et T le tore algébrique 
sur K dont le module des caractères est A^^. Alors T s'identifie à un sous-tore 
de ResL/K Gm, et T{K) s'identifie à un sous-groupe de Resi/K Gm{K) = , 
plus précisément 

T{K) = {y e L"", 3x G L"" , Nl/k{x) = 1, ''yy"^ =x^x et ^yy-^ = x'^x}. 

(3.47) 



Théorème 3.38 (Colliot-Thélène, Suresh) 

Soit k un corps fini de caractéristique différente de 2 dans lequel —1 est un 
carré et K = k{t) le corps des fractions rationnelles en une indéterminée sur k. 
Soit u un élément de k qui n'est pas un carré. Soit L l'extension K (v^, \/t) . 
C'est une extension galoisienne de K de groupe G. On note a (respective- 
ment t) le générateur du groupe de Galois de K [y/u) /K (respectivement 
K (Vt) /K). Soit T le tore algébrique sur K de module de cocaractères N. 
Alors %T est différent de 1. 

La démonstration utilise une résolution fiasque explicite de T, et la proposi- 
tion suivante, que nous utiliserons à la sous-section 14.2.21 pour montrer que 
sur certaines variétés toriques, les hauteurs logarithmique canoniques locales 
peuvent ne pas être à valeurs entières. 

^dont le groupe de Galois est à Sylow cycliques 
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Proposition 3.39 

On conserve les notations du théorème 13. 381 

1. On a G T{K). 

2. Soit V la place de K d'uniformisante t, V l'unique place de L divisant 
V et Gy son groupe de décomposition. Alors = G, v est ramifiée, et 
Vindice de ramification est 2. 

3. On a 

degT,L,v (V^Vt) = Ng (3.48) 



et 



(X(T) 



ZN, 



G- 



(3.49) 



Démonstration : Soit i E k tel que P = —1. Alors N^/xi = = 1. Or 



on a 



uVt) (y/uVt) =-l=i^=i^i (3.50) 



et 



uyt \/uyt 



.l=i^=i''i, (3.51) 



Ainsi, d'après (13.47p . \/u\/t est dans T{K), ce qui montre le premier point. 
Le deuxième point est immédiat. 

Pour le troisième point, on note qu'on a le diagramme commutatif suivant 



degT,L,V 



(X(T) 



\/\Gv 



Z[Gf- = ZNg 



(3.52) 



dont les flèches horizontales sont injectives. 
Pour tout y G L^, on a 



Ainsi 



(3.53) 



nv 1 1 = de£ 



uVt] =V 



On en déduit aussitôt que {X{T) 



ZNg. 



uVt ] Ng = Ng- 

(3.54) 

□ 
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Comme le G-module P apparaissant dans (13.11) est de permutation, le 
début de la suite exacte longue de cohomologie tirée de (13. ip s'écrit 

— > X{T)^ — > — — > H\G,X{T)) — > 0. (3.55) 



(3.56) 



L'homologie du complexe 

est donc de cardinal [H^{G, X{T))]. 

Le lemme suivant est utilisé dans le calcul du terme principal de la fonc- 
tion zêta des hauteurs dans le cas fonctionnel. 

Lemme 3.40 

L'homologie du complexe 



est de cardinal 



[H\G,XiT))] [Gr^] [Gr] Xt 



[G 



(3.57) 



(3.58) 



Démonstration : Notons CK ce cardinal. On a le diagramme commutatif 
suivant 

(3.59) 



Tp 



T ■ 



{p^y^{x{T)<^y 



G, 





où les verticales sont exactes et les horizontales sont des complexes, en 
d'autres termes on a une suite exacte de complexes. Par ailleurs les com- 
plexes sont exacts en : Dtq, (Q*^) i (-^(^)'~^) ^t Gt- Les caractéristiques 
d'Euler-Poincaré de ces complexes sont alors, de haut en bas : ^ , ^(t))] 

[Ct 1 [Ct] 

et -| — . Comme on a une suite exacte de complexes, on en déduit la re- 



lation 



1 



Tp\ 



Xt [H^iG^XiT))] [CtJ [Gt] 



(3.60) 
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d'où le résultat. □ 

3.9 Mesure adélique et nombre de Tamagawa d'un tore 
algébrique 

Si X est une variété algébrique lisse définie sur un corps global K, on 
a déjà rappelé qu'une métrisation du faisceau anticanonique de X permet, 
pour tout V G Vk, de construire une mesure ùux,v sur l'espace analytique 
X{Ky). Rappelons aussi que tout choix d'une section globale u partout non 
nulle du faisceau anticanonique en fournit une métrisation par la formule 

yxeXiK,), yseiu],\x), \\s\l = Ï^P^, (3.1) 

le choix de la valeur absolue | . |„ sur uj]^^(x) étant arbitraire. Si X = G est un 
groupe algébrique et u est de plus choisie G-invariante à gauche, les mesures 
locales obtenues sont des mesures de Haar à gauche. 

Ono, dans l'article |0n2| . définit le nombre de Tamagawa d'un tore algé- 



brique défini sur un corps global. Dans |0n3| . il établit une relation simple 



entre ce nombre de Tamagawa et certains invariants de type cohomologique 
du tore (cf. le théorème [331] ci-dessous), montrant en particulier la rationalité 
du nombre de Tamagawa (chose nullement évidente sur la définition initiale). 
Cette relation joue un rôle important dans l'interprétation du terme principal 
des fonctions zêta des hauteurs des variétés toriques, dans le cas arithmétique 
comme dans le cas fonctionnel. Cependant, dans le cas des corps de fonctions, 
il s'est avéré que la définition du nombre de Tamagawa d'un tore algébrique 
donnée dans |Qn2| était incompatible avec la relation du théorème 13.411 Par 
la suite Oesterlé a montré dans |0e| qu'en introduisant dans la définition 
d'Ono un facteur correctif égal au cardinal du conoyau du degré (ce que nous 
avons noté Ct), la relation du théorème 13.411 devenait correcte. Nous rappe- 
lons dans cette section la construction du nombre de Tamagawa d'un tore 
algébrique, et le résultat principal de |0n3| . 

Soit T un tore algébrique de dimension d, défini sur un corps global K. 
Soit Qt une d-îovme différentielle ii'-rationnelle T-invariante sur T (une telle 
forme est uniquement déterminée à multiplication par un élément de 
près). Cette forme induit donc pour tout v G Vk une mesure de Haar u!t,v 
sur T{Ky). 

On a alors pour presque toute place finie v la relation 



- L„(1,X(T))- ('-'^ 

T(0„) 
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Posons, si V est finie, 



d/i^ = wr,^. (3.4) 
= 1 (3.5) 



et si V est archimédienne 
On aura alors 



pour presque tout v. 

On peut alors définir une mesure de Haar ujt sur T{Ak) en posant 

l^T = CK,dimiT) Y\. ^^^^ (3-6) 

veVK 

(cf f l2.10p pour la définition de CK,dim{T))- 

Si la forme est changée en XQt, où A G , d^^ est changée en 
|A|^(iyUt, pour tout f. Ainsi, par la formule du produit, ut ne dépend pas du 
choix de la forme ^2^- 

Notons qu'en particulier 

j Ut = CK,dim(T) Y\_ j ^/^« (3-7) 

K(T) " T(O^) 

est non nul. 

A partir de wt, on construit une mesure de Haar sur T{AkY /T{K) de 
la manière suivante. 

Dans le cas arithmétique, soit dt la mesure de Lebesgue sur (X(T)'^)p^, 
normalisée par le réseau {X{T)^Y . Rappelons que deg^- induit un isomor- 
phisme de groupes topologiques 

deg^ : T{AK)inAK? ^ {X{T)%. (3.8) 

Soit uJt la mesure quotient sur T{Ak)/T{K) induite par ut, T{K) étant 
muni de la mesure discrète. Soit uj^ la mesure sur T{AkY /T{K) définie par 
la relation 

IJ^ = u;'t. (deg^^)Jrft). (3.9) 

Dans le cas fonctionnel, comme T{AkY ^st ouvert dans T{Ak), la res- 
triction de ùjt à T^AkY fournit une mesure de Haar sur T^AkY. ^oi^ la 
mesure quotient sur T{AkY /T{K). 
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On pose, dans le cas arithmétique, 

b{T) = y u;^ (3.10) 

T{AkV/T{K) 

et dans le cas fonctionnel 

Kr) = log(ç,)-^^(^(^)") I 4- (3.11) 

T{AkV/T{K) 

(rappelons que T{AkY /T{K) est compact). 
On pose alors, suivant Ono, 

rm ^ ^ (3.12) 

dans le cas arithmétique et, suivant Oesterlé ( |Oel 1.5.9 et 5.12.]), 

dans le cas fonctionnel. Le nombre t(T) est appelé nombre de Tamagawa du 
tore algébrique T. 

L'objet de l'article |0n3| . corrigé par Oesterlé dans le cas fonctionnel, est 
la démonstration du 

Théorème 3.41 (Ono, Oesterlé) 

On a la relation 

, , [/fi(G,X(T))l 

^ ^ [ni(r)] ^ ' 

Ce résultat, comme déjà indiqué, sera utile lors de l'interprétation du terme 
principal de la fonction zêta des hauteurs. 



4 Hauteurs sur une variété torique et fonction 
zêta associée 

4.1 Géométrie des variétés toriques 

4.1.1 Variétés toriques déployées 

Nous rappelons la construction des variétés toriques déployées. On renvoie 
aux références classiques sur les variétés toriques, comme [Fu] et |0d) pour 
plus de détails et la preuve des assertions qui suivent. 
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Soit M un Z-module libre de rang fini et A un cône de Mr. L'intérieur 
relatif de A sera noté intrel(A). Le cône dual de A est noté A^ et est défini 
par 

A'^'^iyeMl VxeA, {y,x)^0} (4.1) 

Le cône A dit polyédral rationnel s'il est engendré par un ensemble fini d'élé- 
ments de M. Si A est un cône polyédral rationnel, son dual est encore poly- 
édral rationnel. Le cône A est dit strictement convexe si 

An-A = {0}. (4.2) 

Remarquons que A est strictement convexe si et seulement si A"^ est d'inté- 
rieur non vide. 

On fixe un corps de base L. Soit M un Z-module libre de rang fini et 
Tl — Spec(L[M]), c'est-à-dire que Tl est le tore algébrique défini sur L 
ayant pour groupe de caractères M. 

Soit a un cône polyédral rationnel strictement convexe de M^. À un tel 
cône est associé une variété afiine normale définie sur L 

X,,^ = Spec(L[(7^nM]), (4.3) 

munie naturellement d'une action de Tl. 

Un éventail de est un ensemble fini E de cônes polyédraux rationnels 
strictement convexes de M^, vérifiant les conditions suivantes : 

- toute face d'un cône de S est un cône de S ; 

- l'intersection de deux cônes de S est une face de chacun des deux cônes. 
Si a et a' sont deux cônes de E, les inclusions a H a' G a et a H a' G a' 

induisent des immersions ouvertes Xo-no-'.L ^ -'^o-.l et X(rna',L ^ Xa',L, qui 
sont compatibles avec les actions de Tl. Ceci donne un procédé de recollement 
des variétés X^.l pour cr décrivant les cônes de S, lequel procédé est compa- 
tible aux actions de Tl, et permet de construire une variété normale Xj^l, 
munie d'une action de Tl : c'est la variété torique (définie sur L) associée à 
l'éventail E. 

Un éventail E est dit non dégénéré si ses cônes ne sont pas inclus dans un 
sous-espace strict de Mp^. 

Un éventail E est dit régulier si tout cône de E est engendré par une 
partie d'une Z-base de M^, et complet si les cônes de E recouvrent M^. Un 
éventail E est régulier (respectivement complet) si et seulement si la variété 
Xy.,l est lisse (respectivement complète). 

Un éventail E est dit projectif si la variété X^.l est projective. 

Les rayons de E sont les cônes de E de dimension 1. On note E(l) l'en- 
semble des rayons de E. Pour a G S(l), on note Pa l'élément de M"^ qui 
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engendre le monoïde a fl M^. Pour tout cône cr de S nous notons 

(7(1) = {a e E(l), aca} (4.4) 

(ainsi {0}(1) = 0). 

L'application qui à un élément a de E(l) associe l'adhérence dans Xs,l 
de la Ti^-orbite fermée de X^ x, définit une bijection de S(l) sur l'ensemble 
des diviseurs irréductibles de Xs,l contenu dans le bord Xs x, \ T^. Pour 
tout rayon a, on note Da le diviseur irréductible ainsi associé à a ; c'est un 
diviseur T^-invariant. On note Ps le Z-module libre de base (-Da)aes(i) ; ce 
n'est autre que le groupe des diviseurs de Weil T^-invariants sur X-^ ^. 

On note également PL(E) le groupe des applications E-linéaires par mor- 
ceaux sur M^, c'est-à-dire les applications (p : Z telles que la restric- 
tion de (/? à cr n est linéaire pour tout cône a de E. 

On suppose à présent E régulier et non dégénéré. L'application 

^ V{Pa)Da (4.5) 
aeS(l) 

est alors un isomorphisme de groupes qui permet d'identifier PL(E) à Ps- 
Par la suite nous utiliserons souvent cette identification. 

Comme le groupe de Picard de Tl est trivial, l'application qui à un élé- 
ment de Ps associe sa classe dans Pic(Xs,L), induit une suite exacte 

L[ri]7L>< ^ Ps ^ Pic(Xs,L) 0, (4.6) 

où la flèche L[Tx,]^/L^ — > Ps est induite par l'application qui à une fonction 
rationnelle associe son diviseur. D'après le lemme de Rosenlicht, L\TmY / L'^ 
est isomorphe au groupe des caractères de Tm, c'est-à-dire M, d'oii la suite 
exacte 

^ M ^ Ps ^ Pic(Xs,L) 0. (4.7) 

Pour m e M, on a 

7(m) = (m , po) Da. (4.8) 

aes(i) 

En outre Pic(Xs,L) est un Z-module libre de rang fini. 
On a le résultat suivant : 

Proposition 4.1 

La classe dans Pic(Xs,L) du faisceau anticanonique de coïncide avec la 
classe du diviseur ^ 0^. 

aeS(l) 
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4.1.2 Variétés toriques non déployées 

Nous rappelons à présent la construction des variétés toriques non néces- 
sairement déployées. On se limitera au cas des variétés toriques projectives 
et lisses. On se donne un tore algébrique T défini sur un corps K. Soit L/ K 
une extension finie galoisienne de groupe G déployant T. Soit S C X(T)^ 
un éventail projectif et lisse et la variété projective et lisse associée. 

On suppose en outre que l'action de G sur X(T)^ préserve les cônes 
de S (on dira alors que E est un G-éventai0). Alors G agit aussi sur le 
schéma projectif et on peut donc considérer le quotient de Xy,,l par G. 
Ce quotient est une variété définie sur qui est une compactification 
équivariante projective et lisse de T (cf. [Vol §1]). 

Le Z-module Ps est alors muni naturellement d'une action de G, et le 
G-module résultant est un G-module de permutation. Par ailleurs, l'action 
de G sur les cônes de a induit naturellement une action de G sur PL(E) et 
l'isomorphisme (14. Sp est un isomorphisme de G-modules. 

Nous notons S(l)/G l'ensemble des orbites de E(l) sous l'action de G. 
Pour chaque a G S(l)/G nous choisissons arbitrairement un élément de a, 
nous notons pa le générateur de cet élément ainsi que Ga le stabilisateur de 
pa, de sorte que le G-ensemble a s'identifie à G/Ga- On déduit de ces choix 
un isomorphisme 

Z[G/G„] (4.9) 

aeS(l)/G 

d'où un isomorphismes de i^T-tores 

Tp^^ n ^^^LO^/K^m- (4.10) 

aGS(l)/G' 

Pour a G S(l)/G, on notera le corps L*^", et la projection G-équivariante 
de Ps sur Z [G/Ga\ induite par l'isomorphisme fl4.9p . Le morphisme de K- 
tores associé est l'injection HesK^/K — > Tp^ induite par l'isomorphisme 
([430]). 

Pour a G S(l)/G, on note Da = Ainsi {Da)aeT;(i)/G est une base 

de . On note {D^)aeY:{i)/G sa base duale. 

La suite exacte de Z-modules libres de rang fini 

X(T) Ps — ^ Pic(Xs,L) (4.11) 

On peut montrer qu'un G-éventail projectif et lisse de X(T)^ existe toujours, cf. 
|(]THaSkj . 
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est une suite exacte de G-modules. Il en résulte par dualité une suite exacte 
de tores algébriques 



^ Tns ^ Tp^ — ^ T ^ 0. (4.12) 

Comme Ps est un G-module de permutation, on a H^{G,Py) = 0. Ainsi, en 
prenant les G-invariants dans f l4.1ip . on obtient la suite exacte 

— > X{Tf ^ Ps — > Pic(Xs) — > H\G, X{T)) — > 0. (4.13) 

D'après M.Sp . on a 

WmeXiTf, 7(m)= ^ {m,p^)D^. (4.14) 

a6E(l)/G 

On en déduit qu'on a 

VaGS(l)/G, 7^Pa) = Pa- (4.15) 

On a en outre le résultat suivant : 
Lemme 4.2 

Pic(XE i) est un G -module flasque. 

En d'autres termes, la suite exacte (14.111) est une résolution flasque de X(T). 

Démonstration : Dans le cas où K est de caractéristique zéro, ce résultat 
est contenu dans la preuve de la proposition 6 (page 189) de |CTSa| . Le cas 



où K est de caractéristique non nulle en découle. Choisissons en effet un 
corps K' de caractéristique tel qu'il existe une extension galoisienne L' 
de K' de groupe G (rappelons qu'un procédé classique pour construire une 
telle extension L' / K' est de plonger G dans le groupe symétrique (5„ pour n 
convenable, et de considérer l'extension Q(Ti, . . . ,T„)/Q((Ji, . . . , (T„) où les 
Ti sont des indéterminées et les ai les polynômes symétriques élémentaires en 
ces indéterminées ; cette extension est galoisienne de groupe ©„, et l'extension 
Q(Ti, . . . , T„)/Q(Ti, . . . , Tn)'^ fournit l'extension cherchée). 

Il existe donc un tore algébrique Tp défini sur K' et déployé par L', et 
une compactification lisse et projective Xj^^k' de Tp, telle que les G-modules 
Pic(Xs,L') et Pic(Xs,L) sont isomorphe, et d'après |CTSa| Vïc^Xy.^l') est 
fiasque. 

□ 
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4.2 Hauteurs sur une variété torique 

4.2.1 Hauteurs locales 

On conserve les objets et notations introduits à la section précédente, et 
on suppose désormais que K un corps global. 
On a un accouplement naturel 

(,)^ : PL(E)xX(rr (4.1) 

linéaire en le premier facteur, et qui prolonge l'accouplement naturel 



(,) : X{T)xXiTr 
c'est-à-dire que le diagramme 



(4.2) 



(4.3) 



id 



X{T) X x{Ty 

7Xld 

PL(E) X X{Ty 
est commutatif. 

Soit V une place de K. On va définir un système de hauteurs locales en 
V. On note V une place de L divisant v et G y le groupe de décomposition 
correspondant. 

Supposons tout d'abord v finie. Notons e„ l'indice de ramification de v 
dans l'extension L/K. On définit un «produit d'intersection local» 

(,)^,, : PL(E)^'' X T(X,) ^ 1 Z (4.4) 



par la formule 



1 



(4.5) 



On vérifie que cette définition ne dépend ni du choix de V, ni du choix de 
l'extension L déployant T. Par linéarité en le premier facteur, on étend ( , )s 
en un accouplement 

: PL(E)g" X T(i^,) ^ C. 



Lemme 4.3 

Le diagramme 



X{T)'^- X T{K^) ■ — ^ Z 



(4.6) 



(4.7) 



7Xld 



PL(E)^- X t{k;) 



Id 
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est commutatif 

Démonstration : Soit m G X(T)^'' et t E T{Ky). On a 

= — (m, degT^Lyit)) 

6^ 
1 

= — (m, e^, degy,,(t)) 

6^ 

= ("^, degr„(t)) . 



(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 
(4.11) 



L'égalité (14. 9p vient de la commutativité du diagramme (14.31) . et l'égalité 
dîS]) du lemmelSini □ 
Supposons à présent v archimédienne. On définit un «produit d'intersec- 
tion local» 

(,)^^, : PL(S)«" X T(ir,) R (4.12) 

par la formule 



(4.13) 



On vérifie que cette définition ne dépend ni du choix de V, ni du choix de 
l'extension L déployant T. Par linéarité en le premier facteur, on étend ( , )s „ 
en un accouplement 



Lemme 4.4 

Le diagramme 



)^^, : PL(S)g'' X TiK, 



X{Tf - X T{K^) 

7Xld 

PL(S)^- X T{K^) 



R 



Id 



R 



(4.14) 



(4.15) 



est commutatif. 
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Démonstration : Soit m G X{T)^ et t E T{K^). On a 

(7(^) , = [Lv^.K,] ^^^""^ ' ^^gr.i.v(i)>2 (4-16) 
^ 'm,degT^L,vi^)) (4.17) 



= 7^-^ (m , [Lv : K] deg^,,(t)) (4.18) 

= (m, degr,,(t)). (4.19) 

La deuxième égalité vient de la commutativité du diagramme (14.3p . et la 
troisième du lemme [3.12[ □ 
Pour toute place v de K, on définit alors un système de hauteurs (expo- 
nentielles) locales 

PL(S)^'' X T(K^) — y C 

{(p,t) I — > exp ^log(g^) ((^, t)^.,, 

Remarque 4-5 : A la présentation près, le système de hauteurs utilisé est le 
même que celui décrit dans [BaTsll Définition 2.1.5]. Notons toutefois que 
les auteurs de |BaTsl| omettent le facteur — apparaissant dans la définition 
(14.51) ce qui, pour les places ramifiées, rend leur définition incorrecte au sens 
où les points [3] et [4] du lemme [46l ne sont plus vérifiés. □ 

Lemme 4.6 

Soit V une place de K, V une place de L divisant v, et Gy le groupe de 
décomposition correspondant. 

1. Pour tout (fi G PL(S)^", la fonction Hy{(p, .) est invariante sous l'action 
deT{Oy). 

2. Pour tous fi,(p2 G PL(S)c', on a 

Hy{<fi + <f2, •) = Hy{ifi, .) Hy{^2, •)• (4.21) 

3. On identifie T{Ky) à un sous-groupe de T{Ly). On a alors pour tout 

G PL(S)^- et tout t G T{Ky) 

Hv{ip,t) = Hy{ip,t)^''^--''^\ (4.22) 

4. Soit (f G PL{T)'^. Il existe une unique métrique v-adiques ||.||^ sur 
Oxsif) vériËant 

WteT{Ky), Hy{^,t) = iWmO'' (4.23) 
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où 1 est la fonction régulière sur constante égale à 1 (identifiée à 

la section rationnelle canonique du fibré Oxh(v^) )■ 

La métrique {\\-\\y)vePK ™^ métrique adélique sur le fibré en droites 

Démonstration : (cf. également [BaTsll Thm 2.1.6]) Les points [U et [2] 
découlent immédiatemment de la définition. 

Pour le point m supposons d'abord v finie. D'après la commutativité du 
diagramme (13.42p . on peut écrire, pour t G T{K^) et ip E PL(S)'^", 

log(gv) (<^, deg^.^ v(^)>s = log(?v) , degrpL,v{t))^ (4.24) 




(4.25) 



= [Lv:i^.]log(g.)(<^,t)s,.. (4.26) 

d'où le résultat. 

Supposons à présent v archimédienne. D'après la commutativité du dia- 
gramme [3]l6l on peut écrire pour t G T{Ky) et ip E PL(S)'-^'', 

{if , degT.^vit))^ = , degT^L,vi^))^ (4.27) 
= [Lv : K,] Jf;^^^ {v , degr,L,v(^)>s (4-28) 
= [Ly:K] (<^,t)s,. (4.29) 

d'où le résultat. 

Passons à la démonstration du point [H 

L'unicité de la métrique vient de la densité de T{Ky) dans Xs(-ft'^) et de 
la continuité de l'application x ^— > [^(a;)!!^^ pour toute métrique f-adique 
||.||^ sur Oxs(v') et toute section locale s de Oxs(v^). 

D'après le lemme [2TTÔ1 et la relation (14.221) . il suffit de montrer l'existence 
de la métrique dans le cas où le tore T est déployé. 

Comme tout fibré en droites sur est le quotient de deux fibrés en 
droites engendrés par leurs sections, il suffit d'après le lemme [2T9l et (14.211) de 
montrer l'existence de la métrique pour les ip tels que Oxs(v^) est engendré 
par ses sections. 

On note alors (||.||f )i;ePif la métrique adélique standard sur Oxj^{^) (cf. 
définition 12. 8p et on va montrer 

WveVk, WteT{K,), if,(v9,t)= (||l(t)||:y'. (4.30) 

Soit {mo, . . . ,mr} une base de iJ°(Xs, 0{(p)) constituée de caractères de 
T (cf. |Ful Lemma, p. 66]). 
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Pour n G X(T)^, Oxe(v^) étant engendré par ses sections, on a alors 
d'après |Ful Proposition, p. 68] 

yD{n) = Max {rrii , n). (4.31) 

i=0,...,r 

Soit d'abord w une place finie de K. Pour t G T{K^), on a 
(v? , degr_^_^(t)) = Max (m^ , degy_^_^(t)) = Max v{mi{t)) (4.32) 

^ 1=0,. ..,r î=0,...,r 

soit 

H^icp^x) = gj^'"''^-'--^*))- = Max = Max |m,(t)|„ . (4.33) 

î=0,...,r î=0,..-,r" 

Soit à présent v une place archimédienne. Pour t G T{Ky), on a 
¥^(degr^^^,(t)) = Max (m, , degr,K,.(i^)> = Max log \mi{t)l (4.34) 

soit 

H,iip,t)=exp{{ip, degr,KA^))^) = Max \m,{t)l . (4.35) 

^ 1=0,. ..,r 

Mais par définition de la métrique adélique standard, on a dans tous les 

cas 

(I|1WII:T'= Max KWL (4.36) 

î=0,...,r 

d'où le résultat. □ 
Remarque ^.7 .■ Pour tout entier d ^ 2, notons [d] l'endomorphisme de Xs 
induit par l'endomorphisme t i-^ t'^ de T. Pour tout ip G PL{T,)'^, on a alors 
un isomorphisme canonique 

[dY0x^{^)^0xM'. (4.37) 

Par ailleurs toute métrique f-adique sur induit naturellement des mé- 
triques sur [(i]*OxE(v^) 6t Ox^i'pY respectivement. La métrique f-adique ||.||^ 
définie ci-dessus est alors la métrique f-adique canonique sur Ox^if), au sens 
où c'est l'unique métrique f-adique sur Ox^if) tel que l'isomorphisme [4371 
soit une isométrie. □ 

4.2.2 Remarques sur le cas fonctionnel 

Dans le cas fonctionnel, une définition alternative des hauteurs locales 
nous sera utile. Soit v une place de K. L'accouplement se réécrit 

PL(S)^^' X T{K^ 

{ip,t) I > 



■ "-'^'^ ' . :/.<.,.,.,. (4.38) 



Supposons à présent que v vérifie l'hypothèse suivante : 
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Hypothèse 4.8 

Pour tout (f G PL(S)'-^ et pour tout t G T{Ky), /„ {ip , t)^^^ est entier 
Pour t G T[Kjj) on peut alors étendre par linéarité la fonction 



PL(E)^ — > Z 

en une application 

PL(S)g, — y Z®C^=C^ 
On obtient finalement un accouplement 



(4.39) 



(4.40) 



. PL(S)g. X T(K.) ^ ex 



Par ailleurs le morphisme du groupe C vers le groupe donné par s q 
induit un morphisme 

PL,E)g PL(E,g. 

et on a 

V<^GPL(S)g, \/teT{K,), H,{ip,t) = S?,{q^,t). (4.43) 

L'hypothèse 14. 8l est vérifiée par exemple si v n'est pas ramifiée. En général, 
l'hypothèse 14. SI n'est pas toujours vérifiée, comme le montrent le lemme H^ ci- 
dessous, combiné à la proposition l3.39[ Par la suite, pour l'étude de la fonction 
zêta des hauteurs, on se placera très souvent, par souci de simplification, dans 
le cas où l'hypothèse 14.81 est vérifiée pour toute place v (ce qui est le cas par 
exemple si T est déployé par une extension non ramifiée). On expliquera en 
appendice les modifications techniques nécessaires pour adapter le calcul au 
cas général. 

Lemme 4.9 

Soit T un tore algébrique déûni sur un corps de fonctions K et L une ex- 
tension galoisienne de K de groupe G déployant T. Soit v une place de K 
vérifiant les conditions suivantes : 

1. /. = 1; 

2. V est ramifiée dans L ; 
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3. — G 

4. {X{TYf^ est de rang 1; 

5. degj^^Ly ■ T{K^) {X{Tyf^ est surjective. 

Alors il existe un G -éventail S projectif et lisse de X(T)^ tel que v ne vériûe 
pas rhypothèse \4M 

Démonstration : Soit m un générateur de (X(T)^)'^". D'après [CTHaSk| . 
on peut construire un G-éventail S projectif et lisse dont R^o^ est l'un des 
rayons. Comme R^om fl X(T)^ = m et que m est G-invariant, l'élément 
(p de PL (S) qui envoie m sur 1 et tous les autres rayons sur est dans 
PL(S)*^. Soit t un élément de T^K^) vérifiant degj^iyit) = m. Alors on a 
^p{degT^Ly{t)) = ip{m) = 1. Ainsi 

fv , = - ^{degT,L,v{t)) = -. (4.44) 

□ 

4.2.3 Hauteurs globales et fonction zêta des hauteurs 

Pour t G T{K) et ipe PL(S)g on pose 

H{<f,t)= H H,{<f,t). (4.45) 

v^Pk 

Si (fi est un élément de PL(E)'^, d'après le point [4]du lemme [46l et la défini- 
tion (12. 8p H{ip, .) est la restriction à T{K) d'une hauteur d'Arakelov associée 
au faisceau inversible Oxe(~V^)- 
On pose alors 

CHi^,.){s)= E H{ip,ty^ (4.46) 
teTiK) 

pour tout s G C tel que la série converge, 
Plus généralement, on pose 

CHi^)= J2 H{-v,t) (4.47) 

t&T{K) 

pour tout ip G PL(J1)^ tel que la série converge. 
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4.3 Mesure et nombre de Tamagawa d'une variété to- 
rique 

On note ipo l'élément de PL{T,) ^ correspondant au diviseur Ylia£T.{i)/G 
D'après la proposition 14.11 Ox^i'^o) est isomorphe au faisceau anticanonique 
de Xs. Ainsi la métrique adélique (||.||^°) dont provient la hauteur H{ipo, . ) 
induit pour tout v une mesure ujxs,v sur Xj^^K^). 

La restriction à T de l'inverse de la section rationnelle canonique de 
(v'o) est une ci-forme différentielle i^'-rationnelle T-invariante sur T. Cette 
restriction s'écrit donc aflr, où a G K* et Qt est la forme utilisée dans la 
section \3M pour la construction des mesures de Haar u!t,v sur T{Ky). 

D'après le point [4] du lemme [46l on a donc pour tout v G Vk 

{\\^T{.)-T:y' = \<H^(^o,.). (4.1) 

En vue du calcul du terme principal de la fonction zêta des hauteurs, il faut 
comparer les mesures ujx^,v et Hy{ipo, .)ut,v sur T{Ky). C'est l'objet de la 
proposition 3.4.4. de |BaTsl| . dont nous rappelons l'énoncé et la démonstra- 
tion. 

Lemme 4.10 (Batyrev,Tschinkel) 

Il existe une famille G (iî.>o)^^ avec a„ = 1 pour presque tout v et 

l[a, = l (4.2) 

veVK 

telle que 

Vf G Vk, ujxs,v\t{k^) = <^v H^ifo, .) ujt,v. (4.3) 

Démonstration : Soient t G T{Ky) et U un ouvert de Zariski de T 
contenant t tel qu'il existe un i^'-morphisme étale 

f :U—^Ai, (4.4) 

vérifiant (en notant {yi, ■ ■ ■ ,yd) les coordonnées sur A^) 

/* {dyi A ■ ■ ■ A dyd) = P'' (4.5) 

où /3 est une fonction régulière inversible sur U. Ce morphisme induit pour 
un ouvert analytique W de U{K.u) contenant t et assez petit un isomorphisme 
analytique 

f -.W^ f{W) C Kt. (4.6) 
Sur W , la mesure unp^v s'exprime alors comme 

o^T,. = {r')Ady^---dyd). (4.7) 
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Par ailleurs, sur on a 

cox.,. = \PU if-')^ {\\nrif-\y)r'\\l' dy,...dy,) (4.8) 

soit d'après (I4.ip 

^x^,v = \Pl if-'), (|«L H^iVo, r\y))dyi . . . dy,) (4.9) 

d'où le résultat. □ 

Rappelons (cf. section 12.31) que le nombre de Tamagawa de est alors 
par définition 

(Xs) = ujx^ (X^W) , (4.10) 

où 

C^Xs =C^,dim{X^)^(Pic(Xs,L)) n L,{l,Pic{X^,L))-' UJx^,v. (4.11) 

Lemme 4.11 (Batyrev, Tschinkel) 

On a 

uJx^ = i^x^. (4.12) 



T{K)nT(AK) Xs{K) 

Démonstration : C'est la proposition 3.4.5 de |BaTsl| . énoncée unique- 



ment dans le cas arithmétique, mais la preuve marche aussi dans le cas fonc- 
tionnel. Nous la rappelons. 
g 

Soit X-£{K) l'adhérence de l'image de Xj]{K) dans nXE(_ft'2:)- Râp- 
ées 

g 

pelons que nous avions noté T{K) l'adhérence de l'image de T{K) dans 
Y[T{K^). Comme nT(iï'î,) est ouvert dans nXs(-ft't,), on a 



Xj:{K)'nl[T{K,)= (l[T{K,)\nXj,{K)=T{K)' (4.13) 

ves \ves ) 



On a évidemment 

■ s 



X^[K)^X^{K) xJ]Xs(ir.). (4.14) 



v4S 



Montrons l'inclusion inverse. Soit Ws un ouvert de Xs(-ft') , T un sous- 
ensemble fini de Vk \ 5' et pour v E T, Uy un ouvert de X-^^Ky). Il suffit de 

g 

montrer que l'ouvert de Xj:,{K) x ]^X2(-ft'«) défini par 

W Wsx II Xj:{K,) X l[U, (4.15) 
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rencontre Xy;{K). 

Or, pour tout v, d'après |PlRal Lemma 3.2], T{Ky) est dense dans Xj^^K^). 
On en déduit que pour v & T, rencontre Ti^K^). et que Ws rencontre 



Jl^gg T(ii'^). Comme Ws est inclus dans X-^{K) , Ws rencontre en fait 

s^ ,^s 



Xj,{K)' f^\{T{K,)=T{K)'. (4.16) 



■ s 



Ainsi W rencontre T{K) x YlT{Kf;). Comme ce dernier ensemble est 
inclus dansY^ÏK)^ x YlXj:{K^), W r]T{K) x YlT{K^) est ouvert dans 

v(^S vis 
S 

T{K) X Y\T{K^). D'après (I3.10p . ce dernier ensemble coïncide avec T{K). 

v<iS 

On en déduit que W rencontre T{K). 
On a donc montré 

X^ = X^) ^ X \[Xj,{K,). (4.17) 



Ainsi 



y tuxs = j ®uj^,x^^Wuo^^x^{Xj:{K^)). (4.18) 

-TT7T .S vis 



Comme X-^ \ T est un fermé algébrique propre de X^, l'ensemble (X^ \ 
T){Kv) est de mesure nulle pour ujxj:,v d'après |Bki2[ 10.1.3 Exemple b) et 
10.1.6]. On a donc 

y ^Xj:= j 0u.,,x^xY[iu,^x^{T{K,)). (4.19) 



Par ailleurs on a 



j ujx^= j <^u,^x^xY[u,,xAT{K,)) (4.20) 



T{K)nT(AK) T(K) 



et il suffit pour conclure de montrer que Xy^{K) \ T{K) est de mesure 
nulle pour ® cUt, 

v£S ' 
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Comme X^{K) ^ n UT{K) = T{K) ^, on a 

(X^)'\T{K)') C (l[X^{K)\l[T{K^)\ (4.21) 

\v€S ves / 

Pour tout V, on a uJx^^,{X^{K,) \ T{K,)) = 0, donc n^s(^.) \ UT{K) 

ves ves 

est de mesure nulle pour <S) ujxy;v, d'où le résultat d'après fl4.2ip . 

ves 

□ 

4.4 Le résultat 

Nous sommes à présent en mesure d'énoncer le résultat obtenu par Baty- 
rev et Tschinkel dans |BaTs2| . ainsi que notre résultat qui en est un analogue 
dans le cas fonctionnel. 

Théorème 4.12 (Batyrev, Tschinkel) 

Soit K un corps de nombres, L/K une extension Unie galoisienne de groupe 
G, et S un G-éventail projectif et lisse. Soit la variété torique projective 
et lisse, définie sur K, qui lui est associée. C'est une compactiËcation d'un 
tore algébrique T. 

Alors la série (h (sipo) converge absolument pour s E T {R>i) et, pour 
un certain e > 0, la fonction 

se prolonge en une fonction holomorphe sur le domaine T (R>i_e), vériRant 
/(l) = a*(Xs) [H' (G, Pic(Xs,L))] 1h (X^) ■ (4.2) 
Nous obtenons pour notre part le théorème suivant. 
Théorème 4.13 

Soit K un corps de fonctions, L/K une extension finie galoisienne de groupe 
G, et S un G-éventail projectif et lisse. Soit X^ la variété torique projective 
et lisse, définie sur K, qui lui est associée. C'est une compactification d'un 
tore algébrique T. 

Alors la série (h (sipo) converge absolument pour s G T(iî,>i) et pour 
un certain e > se prolonge en une fonction méromorphe sur T (R>i_£). Ce 
prolongement a un pôle d'ordre le rang du groupe de Picard de en s = 1, 
et on a 

lim(s-l)'-s(P^^(^-«C//(s0o) = «*(Xs) [i/'(G,Pic(Xs,L))] IniXj:). (4.3) 
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Remarques 4-14 ■' 

1. Notre preuve, comme déjà indiqué, est fortement inspirée des preuves 
de |BaTsl) et |BaTs2) . 

2. Dans le cas arithmétique comme dans le cas fonctionnel, l'ensemble 
Xs(-ft') est bien Zariski dense dans d'après |BoSp[ Corollary 7.12]. 

3. Contrairement au cas arithmétique, on ne peut espérer dans le cas 
fonctionnel prolonger la fonction s i-^ (s — ly^^^^^^^^^^ (h (s (f)o) en 
une fonction holomorphe sur un domaine du type T(R>i_e). En ef- 
fet dans ce cas la fonction zêta des hauteurs a d'autres pôles sur la 
droite {îî(s) = 1}, ne serait-ce que ceux dû au fait qu'elle admet des 
périodes imaginaires pures. Par exemple, au moins dans le cas où la va- 
riété Xy, vérifie l'hypothèse 14.81 pour toute place v, la fonction (h (s^o) 



est iog(g) "Périodique. 



□ 



4.5 Stratégie de Batyrev et Tschinkel 

Une des idées essentielles de Batyrev et Tschinkel pour étudier la fonction 
zêta des hauteurs des variétés toriques est d'appliquer la formule de Pois- 
son pour obtenir une représentation intégrale de (h{^)- Avant de préciser 
ce qui précède, rappelons quelques faits élémentaires d'analyse harmonique 
abstraite. 



4.5.1 Un peu d'analyse harmonique 

On note U le groupe des nombres complexes de module 1. Soit S un 
groupe abélien localement compact. Son dual topologique est le groupe topo- 
logique, noté S*, formé de l'ensemble des morphismes continus de S dans U. 
C'est encore un groupe abélien localement compact. 
Exemples 4-15 : Soit M un Z-module libre de rang fini. 

1. Le morphisme qui à m G Mp^ associe le caractère 

m I— i> exp {i {rri^ -, ^)) ■ (4-1) 

est un isomorphisme du groupe topologique sur le groupe topolo- 
gique M^. Par la suite, on identifiera toujours à au moyen de 
cet isomorphisme. 

2. Le morphisme qui à ® z E associe 
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est un isomorphisme du groupe topologique sur le dual topologique 
de M. Par la suite, on identifiera toujours M* à au moyen de cet 
isomorphisme. 

□ 

Soit S un groupe abélien localement compact muni d'une mesure de Haar 
dg. Soit F : S — > C une fonction de classe L^. Sa transformée de Fourier 
par rapport à dg est la fonction : S* — ^ C définie par 

Vx G S*, = J F{g) xig) dg. (4.3) 

S 

Il existe alors (cf. [Bkill Définition 4, p. 118 et Théorème 3, p. 123]) une 
unique mesure de Haar dg* sur S* vérifiant la formule d'inversion de Fourier, 
c'est-à-dire la propriété suivante : soit F : S — > C une fonction de classe 
telle que J'F est de classe sur S* ; alors, pour presque tout de S, on a la 
formule 

F{g) = jxÏ9){'^F){x)dg\x)- (4.4) 

S* 

La mesure de Haar dg* sera appelée mesure duale de la mesure de Haar dg. 
Moyennant l'identification canonique de (S*)* à S, on a {dg*)* = dg. 
Le lemme suivant donne deux exemples standards de mesure duale. 

Lemme 4.16 

Soit S un groupe topologique abélien localement compact, et dg une mesure 
de Haar sur S . 

1. On suppose que S est compact, de sorte que S* est discret. Alors dg* 
est la mesure de Haar sur S* pour laquelle chaque point a pour masse 

Jd'g- 

s 

2. On suppose que S = N-r où N est un Z-module libre de rang Rni et 
que dg est la mesure de Lebesgue sur Nr normalisée par le réseau N. 
Alors dg* est la mesure de Lebesgue sur A^^ normalisée par le réseau 
N"^, divisée par (2 7r)'-s(^). 

Démonstration : On applique (14.41) en prenant pour F l'indicatrice de G 
dans le premier cas, et l'application (xi, . . . , x„) t-^ exp (—77(2;^ + ■ ■ ■ + x^)) 
dans le second cas. □ 

On peut à présent rappeler un énoncé de la formule de Poisson (cf. [Bkill 
Proposition 8, p. 127]). 
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Théorème 4.17 (Formule de Poisson) 

Soit S un groupe abélien localement compact muni d'une mesure de Haar dg, 
et J{ un sous-groupe fermé de S muni d'une mesure de Haar dh. Soit dx la 
mesure de Haar sur le quotient ^/"K normalisée par la relation dg = dxdh. 
On munit le groupe (3/3^)* de la mesure de Haar dx* duale de la mesure dx, 
et on identifie ce groupe au sous-groupe de S* constitué des caractères de S 
triviaux sur "K. 

Soit F : 2 ^ C une fonction de classe et 3^F sa transformée de 
Fourier par rapport à dg. On suppose que 3^ F est sur (S/3^)*. 

Alors, pour presque tout g de S, la propriété suivante est vérifiée : la 
fonction h i— > F{g h) est sur 'K et on a la formule 



F{gh)dh= J xi9)3'Fix)dx*ix)- (4.5) 
Corollaire 4,18 

On conserve les notations et hypothèses du théorème \4.17[ On se donne en 
outre un sous-groupe compact % de S, de volume non nul, et on suppose que 
la fonction F est X-invariante. Alors la fonction F est sur 'K et on a la 
formule 

J F{h)dh = J ■JF{x)dx*{x)- (4.6) 

Remarque 4^.19 : Comme % est compact, /%.%)* est un sous-groupe 
ouvert de (S/J{)*, et la restriction de dx* à (S/3dK)* est une mesure de 
Haar sur (S/X.JC)*. 

Comme F est DC-invariante, 3^F{x) est nulle si x n'est pas trivial sur %. 
Ainsi l'hypothèse que 3^ F est sur (9/îK)* équivaut à l'hypothèse que 3^F 
est sur (S/X.JC)* □ 

Démonstration : D'après le théorème 14.171 comme % est de volume non 
nul, il existe un élément k àe % tel que h ^ F{k.h) est de classe sur J{ 
et tel qu'on ait la formule 

jF{k.h)dh= j ^{JF){x)dx*{x). (4.7) 

5C (S/M)* 

Comme F est OC-invariante, 3^F{x) est nulle si x n'est pas trivial sur %. Le 
corollaire s'en déduit aussitôt. □ 

4.5.2 Application à la fonction zêta des hauteurs 

Pour appliquer ce qui précède à l'étude de la fonction zêta des hauteurs, 
on commence par étendre la hauteur en une fonction continue sur T(Ax) en 
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posant pour tout G T{Ak) et tout ip de PL(S)^ 

H{^,iU)) = Il H,{if,Q. (4.8) 

v€Vk 

Ainsi H{ip, . ) est invariante sous l'action de K(T) (ceci sera utile pour an- 
nuler beaucoup de transformées de Fourier). 

Par la suite, pour tout ip de PL(E)^, nous noterons pour alléger l'écriture 
H{ip) la fonction H{ip, . ). 

On va appliquer le corollaire 14.181 à S = T{Ak) muni de la mesure de 
Haar ut définie à la section [3^ H = T{K), identifié à un sous-groupe discret 
de T{Ak) et muni de la mesure discrète, et % = K(T) (notons qu'on a bien 
J ùjt 7^ 0, cf. la section [3^ . 

K(T) 

La mesure de Haar sur {T{Ak)/T{K))* duale de la mesure quotient sur 
T{Ak)/T{K), sera notée dx- 

Compte tenu du fait que H{—ip) est K(T)-invariante pour tout élément 
ip de PL(S)*^, on déduit immédiatement du corollaire 14. 181 1e lemme suivant. 

Lemme 4.20 

Soit ip un élément de PL (S) ^ tel que H(—ip) est surT^Ax). Soit 3^H{—ip) 
la transformée de Fourier de H{—ip) par rapport à la mesure ujt- Supposons 
en outre que "JH^-ip) est sur {T{Ak)/K{T).T{K))* . 
Alors H{-^) est sur T{K) et on a la formule 

Y. Hi-if,t)= j ^Hi-ip)ix)dx. (4.9) 

^'^'^(^^ {T{Ak)/K{T)T(K)Y 

Remarque 4-21 : Si H{—ip) est intégrable, la fonction 3^H{—ip) est continue 
sur T{Ak)*, et donc sa restriction à {T{Ak)/T{K))* est intégrable sur tout 
compact. 

Or, dans le cas fonctionnel, {T{Ak)/'K.{T).T{K))* est compact. Ainsi 
dans ce cas l'intégrabilité de H{—ip) entraîne automatiquement l'intégrabilité 
de S'Hi-ip). □ 

Le but de la partie suivante est de montrer, via un calcul explicite des 
transformées de Fourier locales en presque toutes les places et des estimées 
ad hoc aux places restantes, que l'expression sous l'intégrale dans la formule 
(14.91) est une fonction méromorphe de ip dont on contrôle les pôles. 

Les lemmes techniques rappelés dans la partie [6] pour le cas arithmétique 
et développés dans la partie [7] dans le cas fonctionnel permettront ensuite 
de montrer que l'intégrale elle-même est une fonction méromorphe dont on 
contrôle le comportement analytique. 
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5 Calcul des transformées de Fourier et expres- 
sion intégrale de la fonction zêta des hauteurs 

5.1 Caractères du groupe des idèles 

Soit E un corps global. 

Si V est une place non archimédienne de E, tout caractère de Gm{Ky) 
trivial sur Gm{Oy) est de la forme 

X ^ z^(^) (5.1) 

où z est un élément de U. 

Si V est une place archimédienne de E, tout caractère de G^iK^) trivial 
sur Gm{Ov) est de la forme 

x^e**'°*5l"l'' (5.2) 

où t est un élément de R. 

Soit à présent x un caractère de Grrt(As). Pour v G Ve on note Xv le ca- 
ractère induit sur Gm^E^) via l'injection naturelle de Gm(£^„) dans Gm{A.E)- 
Si X est trivial sur K(Gm), il s'écrit 

X : (a;,) I — > JJ JJ é'^ (5,3) 

avec (zy) G t/^^^^ et (ty) G R'^^-"". Pour tout v G Vej on a donc 2;^, = XviT^v)- 
Si X est de plus trivial sur Gm(A^)^, il s'écrit x' ° degg, où x' est un 
caractère de Gm(A£;)/Gm(A£;)^. Dans le cas arithmétique, ce dernier groupe 
est isomorphe à R et il existe donc un y G R tel que x s'écrit 

Dans le cas fonctionnel, Gm(A^;)/Gm(A£;)^ est isomorphe à Z et il existe 
donc un z G t/ tel que x s'écrit 

X I > 2deg^(^). (5.5) 

Revenons plus généralement à un caractère de G^i-^E) trivial sur K(Gm). 
On définit la fonction L associée : 

Ldx,s)= n l^'u),-s - (5-6) 

Ce produit eulérien converge absolument pour 3Ç(s) > 1. 
D'après [WëTl VII, §7, Thm 6], on a 
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Lemme 5.1 

Si X n'est pas trivial sur GmiAsY, la fonction s Le{s,x) est holomorphe 
sur C. Dans le cas fonctionnel, elle s'exprime comme un polynôme en g~*. 

Dans le cas fonctionnel on notera Le{x^ • ) polynôme vérifiant 

LE{x,q^l=LE{x,s). (5.7) 

5.2 Caractères de T{Ak) 

Soit T un tore algébrique défini sur un corps global K. Nous reprenons les 
notations de la partie [4?L2l le corps de base étant bien slir le corps global K. 
Dans le cas fonctionnel, le corps des constantes de K est désormais supposé 
de cardinal q. 

Rappelons en particulier qu'on a une suite exacte de G-modules 

X{T) ^ Pic(XE,i) (5.1) 

et que Vic^X-^ l) est un G-module fiasque. 

Pour X ^ T{Ak)* j on note Xa le caractère x ° IAk ° ^«.a^, de sorte que 
Xa est un élément de Gm,(Ai^^)*. 

Le but de ce qui suit est de décrire le morphisme de caractères 

{T{AK)lT{AKfy — {Tp^{AK)lTp^{AKYy (5.2) 
induit par la composition avec 7Aif ? ^ l'aide des morphisme de caractères 

{T{AK)/nAKf r {GUAKj/GU^Kjr _ /5_3^ 

V I > V 

A Aa 

5.2.1 Cas arithmétique 

Commenc ;ons par décrire les caractères de T{Ak) triviaux sur T(A/<)^. 
On a un morphisme surjectif 

degy : T{Ak) Hom(X(T)«,R) (5.4) 

de noyau T(Ai^)^, qui induit donc un isomorphisme 

degT : T{AK)/T{AKy ^ Hom {X{Tf, R) . (5.5) 

Pour tout y G X(T)^, on note Xy l'élément de (T(Ax)/î'(Ax)^)* qui lui 
correspond via l'isomorphisme dual de (15. 5p (cf. la convention 14.15p . On a 
donc 

Vt G T(Ak), Xyit) = exp( i {y , degr(t))). (5.6) 
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En particulier, si v est une place de K, on a 

Vt e T{K,,), ixy)vit) = exp{i {y, deg^ oiT,,{t))) (5.7) 

= exp(i log(g„) {y, deg^^M))- (5-8) 

On notera aussi ya le réel {pa , y)- 

Lemme 5.2 

Soit y G X{T)g. Soit a G ^(l)/^. Alors pour X G Gm(j4.^^) on a 

(a;) = exp(i (p„ , y) deg^^Jx)). (5.9) 
Démonstration : On a 

iXy)a (^) = (7ak ° ^a,AK(a;)) (5.10) 

= exp(i (y, degy07A^. oia,AKix))) (5-11) 

= exp (^i (^y, 7^oi^j^ degR,,^^^^G„(x) ^) (5.12) 

= exp (z (y, 7roCr [degi^c(^)]» (5-13) 

= exp(z {y,ll[degj,Jx)Dl])) (5.14) 

= exp deg^Jx) (y, p«)) . (5.15) 

Le passage de f l5.1ip à (I5.12p découle du lemme [3?7[ et le passage de (15.14p à 

(I5T511 vient de (I4Ï5D . □ 

5.2.2 Cas fonctionnel 

Là encore, commenc ;ons par décrire les caractères de T{Ak) triviaux sur 
T{AKy. On a un morphisme surjectif 

degr : T{Ak) — ^ Dt (5.16) 

de noyau T(Ai<:)^, qui induit donc un isomorphisme 

deg^ : T(A^)/r(A^)i ^ Vt (5.17) 

et par dualité un isomorphisme entre {T{Ak)/T{AkY)* et {'D^)jj. Pour 
tout z G X(T)^ C on note le caractère de (T(Ax)/T(Ax)^)* 

correspondant via cet isomorphisme. On a ainsi 

Vt G T(A;,), x.{t) = {z , deg^(t)) . (5.18) 

En particulier, si v est une place de on a 

Wz G X(T)g, Va; G T(ir,), (x.).(a:) = {z , deg^,,)^" . (5.19) 
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Nous noterons da le degré absolu de K^. On a donc \Pkc 
outre, d'après le lemme [3.15l on a 



JJ de- 

a6S{l)/G 



Rappelons le début de la suite exacte (I4.13P 

^ X{Tf ^P§-^ Pic(X2) 

qui montre que P§ /X{T)'^ est sans torsion. 
Ainsi le morphisme dual de 7 

(7)^ : {P§y ^nom{X{T)^,Z) 



est surjectif. D'après (I4.15P ce morphisme envoie sur pa. 
On obtient un diagramme 



G„( A^J Tp, (Ak) 



dee 



degj 



-T(A^) 

degj. 



■Hom(X(T)^,Z) 



Le lemme 13.71 montre que ce diagramme est commutatif. 
On note l'image de 2)^^^ par 7^ dans 2)^. 

Lemme 5.3 

Soit a e 

1. da pa est dans 

2. On a 

\fxeGmiAKj, yzeX{T%, (x.)Jx) = (z,deg^^ 



Démonstration : Montrons qu'on a, pour tout x G Gm(Ai^^ 

7^^ (degTpj, [ic^^AjA^)]) = de, Pc. deg^Jx). 
En effet, on a, par commutativité de (15.231) . et le lemme [3T5l 



7 (degTp^ [^c^^aA^)] 



V / -v 

7 ha 



degRes,. 



Ka/K ' 



7^^ {il [da deg^^Jx)]) 
degi^^(a;) da pa- 
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Le fait que d^pa soit dans 2)^ découle alors de de (15.250 et de l'existence 
d'éléments x de Gm{.-^Kc) vérifiant deg^^(a;) = 1. 

Toujours par commutativité de (15.231) . on a, pour tout x G Gm,(Ai^^), 

deg^. (7a^ o ia^xM) = 7^ {ia [da deg^^(x)]) = deg;^^(a;). (5.29) 

Pour z G X(T)f), on a alors 

iXz)^ (x) = Xz {iak ° ï«,Ak i^)) (5-30) 
= {z, degr(7A^ oia,AKix))) (5.31) 
= {z , degK^{x) da pa) ■ (5.32) 

□ 

Remarque 5.4 '■ La commutativité du diagramme (15.231) et la surjectivité 
du morphisme 

7- : [P^y ^{X{TrY (5.33) 

permettent de retrouver le fait que le conoyau de deg^- est fini, c'est-à-dire 
de redémontrer la proposition 13.171 On notera que si L a le même corps des 
constantes que K, les da sont tous égaux à un, degj.^ est surjectif et donc 
degy également, ce qui redémontre le corollaire 13. 21[ □ 



5.3 Préliminaires au calcul des transformées de Fourier 

Soit V une place finie de K. Nous choisissons une place V de L au-dessus 
de V, nous notons son groupe de décomposition. On notera encore V la 
valuation normalisée de L qui représente V. 

Nous notons 'L{l)/G^ l'ensemble des orbites de S(l) sous l'action de 
et pour a G T,{l)/G nous notons a/G^ le sous-ensemble de S(l)/Gt, des 
orbites incluses dans a. Soit S"-^" l'ensemble des cônes de S globalement 
invariants sous l'action de G^, en d'autres termes les cônes a dont l'ensemble 
des rayons a{l) est stable sous l'action de G^- Pour un cône a G S"-^", nous 
notons a{\)/Gv l'ensemble des orbites de cr(l) sous l'action de G^,, et pour 
a G S(l)/G nous notons a/G^ le sous-ensemble de cr(l)/G^, des orbites 
incluses dans a. 

Dans toute la suite de cet texte, nous adoptons pour alléger l'écriture 
la convention suivante : si {Xa)a&T.(i)/G est une famille d'objets indexée par 
S(l)/G, pour tout /3 G T,{\)/G^, X/^ désigne Xa où a est l'unique élément 
de E(l)/G contenant (3. 

Pour P G S(l)/Gt, nous notons Ip le cardinal de P et p'p un générateur 
d'un élément quelconque de p. Si E G est tel que p'^ = gp-Pp, on a donc 

7 ^ ^C^IN 
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On pose 

de sorte que Tp est un élément de (X(T)^)'^''. 

Rappelons que l'on note mtrel((7) l'intérieur relatif d'un cône a. 

Lemme 5.5 

Pom tout X élément de (X(T)^)'^", il existe un élément cr G E*^" tel que x 
s'écrit 

x^ 5^ rifjTp (5.3) 

/3e(7(i)/G„ 

où les np sont des entiers strictement positifs. 

En particulier, {X{T)^)'^'" est recouvert par les ensembles 

intrel((7) n (X(r)'')^'' (5.4) 

pour a décrivant Tp"" . 

Démonstration : Soit x G {X{T) ^) . Alors x est dans l'intérieur relatif 
d'un unique cône a de E. Par ailleurs, pour tout g G G„, x — gx est dans 
l'intérieur relatif du cône grcr de E, et donc ga — a. Ainsi cr G E*^". Le reste 
du lemme en découle aisément, compte tenu du fait que l'éventail est régulier. 
□ 

Pour a G S(l)/G, considérons l'application 

G/Ga — > {weVK^,v\w} 
g I — > g~^y\K^ 

Ce n'est autre que le passage au quotient par l'action de Gy, d'où une cor- 
respondance entre a/Gy et les places de Ka au-dessus de v. 

Soit P E a/Gy et wp \a place correspondante. Soit gp E G tel que p'p — 

90-Pa- 

On a 

[Lv : Ky] = [Gy] (5.6) 

et 

[Lv ■■ {Ka)w0\ = [gp Ce gp^ n Gy] (5.7) 
Ainsi, si v est non ramifiée dans L, on a 

[kv : ky] = [Gy] (5.8) 

et 

[kv ■■ ky,^] = [g/s Ga gp^ n Gy] (5.9) 
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d'où, en combinant les deux égalités précédentes et la formule (IS.ip . 

h = K, : K]. (5.10) 

Ainsi on a 

qw,-i = qv''- (5.11) 

Dans le cas fonctionnel (et toujours en supposant v non ramifiée dans L), 
on a de plus 

9«., = fe: =/'^^™^ (5-12) 

soit 

fvl/S = dafwp- (5.13) 

Remarque 5.6 : Bien que nous n'en ayons pas besoin, on peut noter que si 
V est ramifiée dans L, en notant e„ l'indice de ramification de v dans L et ep 
l'indice de ramification de wp dans L, un calcul similaire montre qu'on a 

h = —[kw, : K]. (5.14) 

soit dans le cas fonctionnel 

fv^plp = e^dafwp- (5.15) 

□ 

5.4 Les transformées de Fourier locales 

Rappelons que PL(S)^ s'identifie canoniquement à (P^)^^, et donc à 
q'^{'^)/g ^-^ jg choix de la base (-D«)«gi;(i)/G- Nous noterons désormais s ou 
(■5q)q6S{i)/g un élément de PL(S)g. 

5.4.1 Cas d'une place finie quelconque 

Proposition 5.7 

Soit V une place finie de K. 

1. Pour tout s E T ^R^Q^''^'^^ la fonction if„(— s, .) est intégrable sur 

2. Soit X un élément de {T{Ak)/ K{T))* . La fonction 

j H,{~s,t)xvit)dfx,it) (5.1) 

est holomorphe sur T i^I^^^'^^ . On la note /^(x, • )• 
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3. Pour tout compact K de R^q , il existe une constante C > telle 
qu'on ait pour tout x ^ {T {Ak) I KiT))* et tout s E T (K) la majora- 
tion 

\Ux,s)\^C. (5.2) 
Démonstration : Pour tout s G PL(E)^ on a 



\H,is,.)\ = H,ms),.). 



(5.3) 



Comme la fonction Hy{—s, . ) est T((9„) -invariante, elle induit une fonction 
sur T{Ky)/T{Ov), qui sera notée de façon identique. Pour s G PL(E)^ on a 



\H^{-s,t)\dfiy(t) 



j djj 



J2 i/.(-3î(*),t). 

teT{K^)/TiOv) 



(5.4) 
(5.5) 

(5.6) 



Soit V une place de L divisant v et son groupe de décomposition. Soit 
t G T{K^)/T{0^). Alors deg^ ^ v(^) est un élément de {X{Tyf\ D'après le 
lemme [5751 il existe un unique élément a G S"^" tel que deg^-^^vl^) s'écrit 



/3e<T(i)/G„ 

où les np sont des entiers strictement positifs. On a alors 



(5.7) 



{-s,t) = qv 



/3e<T(i)/G„ 



(5.8) 



Ainsi, compte tenu du fait que deg^^^y : T{K^) /T[0^) — > {X{TY)'^" 
est injectif et du lemme lÏÏTSl on a 



t&T(K^)/T{0^) 



^)'^)^ En E 



J2 nijlpsp 



/3e<T(i)/Gt, 



(5.9) 
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Le membre de gauche est visiblement fini dès qu'on a ^{sa) > pour tout 
a. La proposition en découle facilement. □ 
Remarque 5.8 : Pour x ^ (^(Ai^)/K(T))*, la démonstration montre que 

pour tout s eT ^R^g^''^'^ j , la série 



teTiK^)/T(Ov) 



est absolument convergente et qu'on a 



J2 x{t)H,{-s,t). 

t(iT{K^)/T{0„) 



(5.10) 



(5.11) 



□ 



5.4.2 Cas arithmétique 
Lemme 5.9 

On se place dans le cas arithmétique. Soit v une place de K. On a 



VyGX(T)g, VtGr(ir,), {xy),{t)=H,{iin{y),t). 



(5.12) 



Démonstration : Soit V une place de L divisant v. Pour y G X(T)^ et 
t G T{Ky) on a, compte tenu de (15.7p . de la définition (14.201) de et du 
lemme [43l (respectivement 14. 4p si f est finie (respectivement archimédienne) : 



iXy)v{t) =exp{i \og{qv) {y, degr^^(t))) 
= exp(i log(g^) (7r(i/) , t)j.J 
= exp(log(g^) (ï7r(î/) , t)^,^) 



d'où le résultat. 

Corollaire 5.10 

On a 



(5.13) 
(5.14) 
(5.15) 
(5.16) 

□ 



Vz/GX(r)g, VsGPL(E)g, WteTiK,), 

H,{s,t) ixy), (t) = H, {s + zjR{y),t) . (5.17) 
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Corollaire 5.11 

Soit V une place de K et x un élément de (T{Ak) / K{T))* . Alors on a 



VyGX(T)|, V^Gr(R™^), 



fvix-Xy, s) = fv ix, s -ilB.{y)) ■ (5.18) 

Dans le reste de cette section, on s'intéresse aux propriétés des trans- 
formées de Fourier locales aux places archimédiennes. Ces propriétés seront 
cruciales pour appliquer la formule de Poisson dans le cas arithmétique. 

Soit V G Vk,oo et V une place de L divisant v, de groupe de décompo- 
sition Cu- D'après le lemme [3?T3l T{K^)/T{Oy) s'identifie naturellement à 

On note S^^^ l'ensemble des cônes de S'^" de dimension maximale. Soit 
cr G Smax- Pour tout j G cr(l)/G„, soit Ij le cardinal de j (ainsi Ij = 1 ou 2), 
Pj un générateur d'un élément de j, et 

r,= Yl P- (5-19) 

Si a est l'élément de S(l)/G tel que j C a, la notation Sj désigne s^. 

La proposition suivante donne les propriétés et estimations nécessaires 
pour les transformées de Fourier locales aux places archimédiennes. 

Proposition 5.12 

Soit V un élément de Vk,oo- 

1. Pour tout s E T ^R^Q^-'^'^j la fonction Hy{—s, .) est intégrable sur 

2. Soit X un élément de (T{Ak)/ K(T))* . La fonction 

s ^^ j H^{-s,t)xv{x)dp^{x) (5.20) 

T{K^) 

est holomorphe sur T ^R^Q^-'^'^j . On la note fv{x-, ■ )• 

3. On a, pour tout élément x de (T{Ak) / K(T))* , 

1 



(5.21) 
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4. Soit e vérifiant < e < 1, K un compact de R>i_e et \ \.\\ une norme 
sur (T{Ky)/T{Ov))* . Il existe alors une constante C > telle qu'on 
ait, pour tout v de Vk,oo, et tout x ^ {T (Ak) / K{T))* , 

1 + 11^^11 T^.. n + \{pj , xv) + '^[Sj)\) 



max jea{l)/Gv 

(5.22) 

Démonstration : Dans tout ce qui suit, on identifie T{Ky)/T{Oy) à 
iX{Ty)l^ et donc T(K„)/T(a)* à X{T)g\ 

On commence par remarquer la chose suivante. Soit t G T{K.u) /T{0.o). 
Alors il existe un élément a de S^^^ et des réels positifs {tj)jea{i)/Gv tels 
qu'on ait 

t= J2 ^^^r (5.23) 
je<7{i)/G„ 

D'après flilâl) et (S^ûl), on a alors, pour tout {s^) e C^'^^\ 

H, {s, t) = exp ^ 5^ s, (5.24) 

On a également, pour tout Xv G T{Ku) /T{Oy)* , 

Xvit) = exp (i (t , Xî,)) = exp i ^ tj Ij {pj , Xv) \ ■ (5.25) 

V iea(i)/G. / 

Pour tout s e C^^^^/^ on a \Hy{s, . )| = if^(3Ç(s), . ). Comme la fonction 
Hy{—s, .) est T(C„)-invariante, elle induit une fonction sur T{K^)/T{Ov), 
qui sera notée de façon identique. 

Pour s e C^^^^^^, on a alors 

J \H,{-s,t)\dp,{t)= j Hy{-^{s),t)dfiy{t) (5.26) 

J Hy{-^{s),t)dt, (5.27) 



T{K^)/T{Ov) 



OÙ dt est la mesure de Lebesgue sur T{Ky) /T{Oy) (X(T)^)*^", normalisée 
par le réseau (X(T)^)*^" 
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Comme (X(T)p^)'^'' est recouvert par les éléments de S^^^ et que l'inter- 
section de deux éléments distincts de S^ax de mesure de Lebesgue nulle, 
on a 

f H^{-^{s),t)dt= J2 [ Hv{-^{s),t)dt (5.28) 



Pour a G S^^^, les {Tj)jea{i)/Gv engendrent a et forment une base de (X(T)'^)'^' 
Ainsi, si on identifie a à R^q^''^'^" au moyen de la base (tj), la restriction de 
la mesure dx à a s'identifie à la mesure produit ® dxj sur H'^r.^^'^" . On 

jG<7{l)/G„ 

a donc 

H^{-^{s),t)dt= / HJ-?R:{s),y^tjTj) ® dtj (5.29) 



^^0 



soit 



/ H^{-^{s),t)dt= J2 I exp f ^yy^^^^^l^) ® dt, 

(5.30) 

Cette dernière expression est finie dès que 3f?(sj) > pour tout j G a{l)/Gv 
et tout cr G S^^^, c'est-à-dire dès que 3î(scj) > pour tout a G S(l)/G. Elle 
vaut alors 

E TT -n-^ ■ (5-31) 

On en déduit les points [T] et O 
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Montrons le point [3l Soit s E T ^R^q^''^'^ j . On a 

Xv{x)H,{~s,t)dfx,{t) (5.32) 



j Xv{t) H,i-s,t)dt (5.33) 

T(K„)/T(C'„) 

= Yl [ Xvit)H,i-s,t)dt (5.34) 



R 



= E n , (5-37) 

Montrons le point [H Soit {ei)i^L une base de (X(T)^)'^" et (e^) sa base 
duale. Soit s eT ^R^q^''^''^^ et x ^ (^(A/<)/K(T))*. Soit g (respectivement 
h) la fonction de R^ dans C donnée par 

V(tO G R^, g{ti) = H, (çs, Y}i , (5.38) 



respectivement 



V(tO G R^, h{ti) = Xv ( Y^' ) = exp [ lY^i (e« , X.) ) • (5.39) 



On a ainsi , pour / G L, 

d 



Q^Ht) = i {ei,Xv)h{t). (5.40) 
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Pour tout / vérifiant (e; , Xv) 7^ on obtient en intégrant par parties 

fv{x.s) = j g{t)h{t)dt (5.41) 

/ h{t)—g{t)dt (5.42) 
ï (ez , Xv) J oti 



La restriction àe g à. a Çl S^^I^ s'écrit (en notant {T^)j&c{i)/Gv 1^ base duale 
de {Tj)jec{i)/G,) 

^(O^exp - ^ 5^ {Yj^ei^rA^sA (5.44) 

\ ^ ^ ■ jea(i)/G. \ ieL / y 

l-H^E*' E (^.. (6.45) 

\ ^ ^ l&L iecr(l)/G. / 



= exp 



et finalement sur o" on a 



d_ 
dti 



ait)-- i n \] E {ei,T^)ljsAgit) (5.46) 



On en déduit 



(5.47) 

soit 



^ (e;, Xv) fvix,s) 



E E (g^'"'/) [Lv-Vl '^M n , , . / TT- 

(5.48) 
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En prenant les modules dans (I5.37P et (15.481) pour tous les / tels que (e; -, Xv) 
et en ajoutant le tout, on obtient après une majoration évidente 



leL J 



n ^ — - — 



Soit 1 1.| Ig la norme sur X(T)g" définie par 

VxeX(T)g^ \\x\l = J2\{ei,x) 



(5.50) 



De (Eini), on tire pour tout seT (rI'o^^'^ ) et tout Xv G T{K^)/T{Oy)* la 
majoration 



1 + llx.lL 



E n 

<.6ESs.je<x{i)/G„ 



E 



ie<7{i)/G„ 



-. (5.51) 



L'équivalence des normes sur X(T)^" montre l'existence d'une constante Ci 
vérifiant, pour tout s G C^*^^-''''^, 



E ÏLv : K.. 



h V 



iea(i)/G„ 



[Lv : i^. 



jG<7(l)/G„ 



(5.52) 

Il existe par ailleurs une constante C2 > telle qu'on ait pour tout s E T (K), 
pour tout a G S^^^ et tout j G ^(l)/^^ 



+^ (Pi, Xi>))l ^ ^2(1 + |(Pi, Xt;) + ^(si)|). 

Le point m s'en déduit aisément. 
On notera 

/oo(x, • ) = n f-"^^^ ■ )■ 



On pose 



X{T) 



R.oo 



^(2^)r^ 



(5.53) 

□ 

(5.54) 
(5.55) 
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Soit X un élément de (T(Ax)/K(T))*. Pour toute place v de Xv est 
alors un élément de {T{Ky)/T{0^))* . Si v est archimédienne, on a un iso- 
morphisme 

deg;.,, : X(T)g" ^ (T(K„)/r(a))* (5.56) 



Définition 5.13 

Le morphisme «type à rinûni» est Vapplication qui à x ^ {Ak) / K{T))* 
associe 

Xoo = {{deg*T^,y' Xv) e X(T)r,oo. (5.57) 

Soit l'éventail produit des S'^" pour v G Px,oo : c'est l'éventail de 
^iT)-[i^oo dont les cônes sont des produits des cônes des éventails S*^" pour 
V G Vk,oo- L'ensemble S^^^^ des cônes de de dimension maximale est donc 
l'ensemble des produits d'éléments de S^^^ pour v G Vk,oo- 

Corollaire 5.14 

E(l) /G 

Soit e vériûant < e < 1 et K un compact de iî>i_e . Il existe une constante 
C > telle qu'on ait 

yseT{K), \/xe{T{AK)/K{T)r, 

\foo{x,s)\ ^ —j. 77 Y] , if"^^^ — ^ , SIS (5.58) 

^+\\Xoo\\ n (l + l(Pi, Xoo) + î>(Si)|) 

Démonstration : On applique le point[4]de la proposition l5.12l en prenant 
pour éventail □ 

5.4.3 Cas fonctionnel 

On introduit d'abord quelques définitions. 

On rappelle qu'au moyen de la base {Da)aeT,{i)/G on identifie à Z^^^^^*^. 
Ceci permet d'identifier (P^)^ à C^^^^/^ et (P^)cx à (c^)^^^^/^ (donc à 
un sous-ensemble de C^*^^^^*^). 

Dans toute la suite de ce texte, le terme série formelle désignera un élé- 
ment de C[[zQ,]]Q,gs(i)/G et le terme monôme un monôme de C[za]a€'s{i)/G- 
On identifiera un monôme à la fonction C^^^^'"^ C qu'il induit. 

Soit 
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une série formelle. Soit z un élément de (C^) tel que la série définissant 

P(z) converge absolument. Si on voit z comme un élément de [Py^ç,^ , on a 
donc 

P{z)= Y. Hn.)\{^^.Kr (5.60) 

Lemme 5.15 

Soit [ua) un élément de N^^^^/^ . Alors rapplication qui à z E {P§) (-.x = 
(C^) ^(1)/^ QggQf,jQ ^ ^ UaD^) s'étend en un unique monôme sur C^*-^-'^'^. 

Lemme 5.16 

Soit 

p= E «(n.)!!^"" (5.61) 

une série formelle. Alors pour tout z G X(T)^x tel que la série définissant 
P(7^x(2;)) converge absolument, on a 

P{lc-{z))= Y. ^mW^^^pS"- (5.62) 

Démonstration : Compte tenu de fl5.60p , il suffit de remarquer que pour 
a G E(l)/G on a 

{^^.{z) , Dl) = {z , ^\Dl)) (5.63) 
et que, d'après (14.151) . on a 7^(D^) = pa- □ 

Définition 5.17 

Soit M un sous-groupe de (X(T)'^) . 

1. Soit (ua) e JV^^^^/'^. Le monôme H z^'' est dit M-compatible si 

aeS(l)/G 

on a 

7^(E^a^^) eM, (5.64) 
ce qui équivaut d'après f l4.15p à la condition 

Y^aPaeM. (5.65) 

2. Une série formelle est dite M-compatible si les monômes qui appa- 
raissent dans son écriture sont M -compatibles. 

On a le lemme élémentaire suivant. 
Lemme 5.18 

Soit M un sous-groupe de (X(T)'^) . 
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1. Un monôme f est M -compatible si et seulement s'il existe un élément 
m de M vériûant 

VzGX(r)g., /(7cx(-2)) = (;z,m) (5.66) 

2. Tout produit ou somme de série formelles M-compatibles est M-compatible. 
Lemme 5.19 

Pour tout a G T,{l)/G, le monôme z^" est 'Dj.-compatible. 

Démonstration : C'est immédiat d'après la définition et le fait, donné 
par le lemme 15731 que daPa est dans D^^. □ 

Définition 5.20 

Le rayon de convergence d'une série formelle P est le plus grand réel positif R 
tel que pout tout (za) G C^^^-'^'^ vérifiant Max„ \za\ < R, la série définissant 
P{za) est absolument convergente. 

Lemme 5.21 

Soit V une place de K vérifiant Vhypothèse H.^ 

1. On a 

VzGX(r)^, ytETiK), (x.)Jt)=fl.(7cx(z),t). (5.67) 

2. Pour tout t G T{Ky), la fonction Sjv{ . ,t) s'étend en un monôme qui 
est "Dt -compatible. Ce monôme est une constante si et seulement si t 
est dans T((9^). 

Démonstration : Pour z G X(T)^x, et t G T{Ky), on a, compte tenu du 
lemme 13.111 et de la définition (I4.4ip de S)y 

{z , degr,,(t)>^" = [(7cx (z) , t)^ J (5.68) 
= i3.(7cx(2;),t). (5.69) 
Or, pour z G X(T)^, on a d'après (lÏÏÏÏÏll 

{xMt) = {z,degr,M^' (5.70) 

d'où la relation (15.67p . 

Soit t G T{Ky). D'après le lemme [ÏÏTSl il existe un élément cr G S*^" tel 
que degj.^^ v(^) s'écrit 

degT,L,v(^) = Yl ^^^^ ^^-^^^ 
/3e<T(i)/G„ 
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où les rip sont des entiers strictement positifs. Pour tout élément (p de PL(S)'^ 
(identifié à P§), on a alors 

/. , ^) = ^ , deg^,^,vW>s,. = 7 E '^/^ ' ■ (5-72) 

Ainsi la condition v vérifie l'hypothèse 14.81 entraîne qu'on a 



V/? G ^^^^ G Z. 



6^ 



(5.73) 



On a alors, d'après f l5.72p et la définition f l4.4ip de 



Vzg(P|^)^x, fi,(z,t) = /z, ^ 

\ /3g<T{l)/G„ 



(5.74) 



ce qui montre, d'après le lemme lÏÏTSl que ^„(.,t) s'étend en un monôme 
sur C^'-^'''^'^. Comme les np sont strictement positifs, ce monôme est une 
constante si et seulement si a{l)/Gv est vide, c'est-à-dire si et seulement si 
àegrpi^yit) est nul, soit encore si et seulement si t G T{0^). 
La relation 

VzGX(T)gx, i3,(7cx(2;),t) = (z,/, degr^,(t)>, (5.75) 

le fait que deg^^(t) soit dans Dt, et le lemme lÏÏTTSl montrent que i3^( . ,/!:) est 
un monôme DT-compatible. □ 

Corollaire 5.22 

Soit V une place de K vériËant rhypothèse \4M Pour tout t G T{Ky), on a 



V2;GX(T)^, VsGPL(S)^, H,{s,t) ix.)At) = 9jAMz)q',t) 

(5.76) 

Proposition 5.23 

Soit V une place de K vériËant 1 'hypothèse \4.^ et x un élément de (T{Ak) / K(T))* . 
La série formelle 



( „ \ 



f^(x, • ) 



a un rayon de convergence supérieur à 1, est "Dx-compatible, et vérifie 



J2 X.(t)i3.(.,t) (5.77) 

t€TiK^)/T(Ov) 



G T , U{x,q-')=Mx,s) (5.78) 
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Démonstration : Comme le morphisme degj^i^ induit une injection de 
T{K^)/T{Oy) dans (X(T)^)^^ T{K^)/T{0^) est un groupe abélien de type 
fini, donc un monoïde commutatif de type fini. Par ailleurs, pour tout t G 
T{K^)/T{0^) et tout n G N, on a 



(5.79) 



et d'après le lemme 15^211 ^t,( . ,t) est une constante si et seulement si t = 0. 
Ce qui précède montre que pour tout entier d il n'existe qu'un nombre fini 
de t G T{Ky) /T{0^) tel que le monôme i3„( . ,t) soit de degré total majoré 
par d. Ainsi %{x^ . ) est bien une série formelle. 

Le fait que le rayon de convergence soit supérieur à 1 et la relation f l5.78p 
viennent de la remarque ESI et de (14.43p . La !Dr-compatibilité découle aussitôt 
de la DT-compatibilité des i^„( . ,t) (lemme [5.2ip . □ 

Lemme 5.24 

Soit V une place de K vérifiant rhypothèse \4.8i Soit x un élément de {T{Ak) / K(T)y 
Alors on a 



E(l)/G 
>0 



Ux-Xz,s) = U{x,lu{z)q-'). (5.80) 



Démonstration : Par (15.781) . le membre de gauche de (15.801) vaut f^, {x-Xz, q *), 
et on a d'après (lÏÏTzD et (lÏÏTÏÏTD 



U {x-Xz, q 




Yl Xvit)ix.)vit)UQ'',t) (5-81) 

teT(K^)/T(Ov) 



Y. Xv{t)\)^{lu{z)q-\t) (5.82) 



(5.83) 



□ 



On considère désormais S un ensemble fini de places de K contenant 
toutes les places ramifiées dans L, et tel que toutes les places de S vérifient 
l'hypothèse 14.81 On note 



K(T)^ = wno,) 



(5.84) 
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et 



Cs= I [®^dfi,]. (5.85) 



T{K) nK(T)S 

Pour t G T{Ak), on note S^s{ ■ ,t) le monôme défini par 



^■,t) = ll^v{.,Q. (5.86) 



Lemme 5.25 

Soit S un ensemble ûni de places de K contenant toutes les places ramiûées 
dans L, et tel que toutes les places de S vérifient l'hypothèse 14.81 La série 
formelle fs définie par 

fs = Cs ^^(•'^) (5.87) 

teT{K) ^ /{t{k) ^nK(T)s) 

a un rayon de convergence supérieur à 1, est D^-compatible et vérifie, pour 

tout seT (r>Î)^^/^) 

j H{-s,t)x.{t) ( (t) = fs {lu{z) q-') (5, 



T{K) 

Démonstration : Comme T{K) ^ / (t{K) ^ n K{TyA s'injecte dans H T{K^) /T{0^ 



un argument similaire à celui du début de la proposition 15.231 montre que fs 
est bien une série formelle. 

Pour s G T ^R^Q^''^'^ j , la convergence de la série 

E W^.{!f''''\t:) (5.89) 



se montre en injectant T{K) / [T[K) n K(T)^ dans X\T[K^)lT[p^), 
ce qui permet de majorer (15.891) par 

n Yl H,{-^{s),t,), (5.90) 

v&SteT(Ky)/T(Ov) 

qui est un produit de séries convergentes (cf. remarque 15.81) . 
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On a ainsi, toujours pour s E T (il 



S{l)/G 
>0 



T{K) 



S 



H{-s,t)x.{t) ( ) (t) (5.91) 



Cs Yl H{~s,t)x.{t) (5.92) 

Cs H{-s,t){z,degT{t)) (5.93) 



Cs Yl ll^v{lu{z)q-',U) (5.94) 



teT{K) ^ / (t{k) ^ nK(T)s) "^-^ 



Pour terminer la démonstration du lemme, il suffit de montrer que pour 
s 

t e T{K) , le monôme :^s{ ■ ,t) est 2)^ compatible. Soit donc t = {tv)ves ^ 
/ /\ . D'après la proposition 13.321 il existe u G T{K) et t' G T{Ak) un 
élément de l'image de Tp^{Ak) par 'jj^^^ tels que t = ut'. Comme deg^ est 
trivial sur T{K), on a degy(t) = degj.(t'). Comme t' est dans 7a;ç(Tpj,(Ax)), 
degy(t') est dans 2)^. Ainsi degj.(t) est dans D^. Comme on a, pour tout 
z G X(T)g, 

S^s{z,t) = {z, deg^t)) (5.95) 
on voit, d'après le lemme ISTTSl que 9)s{ ■ ,t) est !Dj,-compatible. □ 

5.4.4 Cas des places non ramifiées 

Soit V une place finie de K, V une place de L divisant v et son groupe 
de décomposition. Les auteurs de |BaTsl| définissenlE] alors un polynôme à 
coefficients entiers Qs^v en les [S(l)/G'^] indéterminées (-^/3)/3gE(i)/G^ par la 
formule 

\T(o„) / ^esG. /3e<x(i)/G„ /3eE{i)/G. 



^ la définition utilisée dans [BaTslj est en fait légèrement différente car on y utilise le 
polynôme Qt,,v (^/j'^) i ceci étant on obtient bien la même formule pour la transformée de 



Fourier locale. 
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Un résultat facile mais important pour les résultats de convergence et de 
prolongement de la fonction zêta des hauteurs est (cf. [BaTsll Proposition 
2.2.3]) 

Proposition 5.26 /Batyrev, Tschinkel) 

Le polynôme Qt,,v (j^^g*) — 1 ne contient que des monômes de degré total 
supérieur ou égal à 2. 

Désormais nous fixons un sous-ensemble fini S de Vk contenant les places 
archimédiennes, et les places ramifiées dans L/K. Le résultat suivant ( [BaTsll 
Theorem 2.2.6]) donne alors une expression explicite des transformées de 
Fourier locales aux places v ^ S. 

Théorème 5.27 (Batyrev, Tschinkel) 

Soit V ^ S une place de K. Soit s E T {li^lp^^^ . On a pour tout x ^ 
{T{AK)/K{T)r 



H^{-s,t)xv{t)dlivit) 



,/3eS(i)/G. g. " "y ^ //3eS(l)/G. 

(5.97) 

Démonstration : Nous rappelons la preuve de ce théorème, donnée dans 
IBaTslj . À l'aide du morphisme deg^^^y. on identifie T{K^) /T{0^) à (X(T) v) 
(cf. proposition 13.271) . Comme les fonctions Hy{—s, .) et Xv sont T{Ov) in- 
variante, elles induisent des fonctions sur (X(T)^)'^", qui seront notées de 
façon identique. On a alors 

j H,{-s,t)xv{t)dfi,{t) = j dfi, Yl H,(-s,t)xvit) (5.98) 



teT{K^)/T(Ov) 



Le lemme 15751 permet alors d'écrire 

J2 H,{~s,t)x.{t) (5.99) 

iGT(i<'„)/T{C'„) 

= Yl Yl H,{-s,t)xv{t) (5.100) 

o-GS^i. tGmtrel(cr)n{T(T) 

= E E ^^HE^/^r.jHx.M""- (5.101) 
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Mais on a 

J2 E H^{-s,J2''f^r,)l[xAr,r (5-102) 

= E E ^.(-s,E^/3r^)n^/5K)"'' (5-103) 

= E n E i'^'''''''xp{-.,r (5-104) 



freEGi. /3e(T(l)/G„ n^6Z>o 

d'où le résultat par définition de Qt:,v 

L'égalité (|5.103p vient du fait que si v n'est pas ramifiée dans L, d'après 
le lemme [3.26[ on a 

degT,L,v [iv o ï/3,î;(7r^^)] = T-/3- (5.106) 

L'égalité (15.1041) vient de ce que par la définition (I4.20p de la hauteur locale 
et le fait que v est non ramifiée on a 



Hv\-s, E ^/3^/3 =exp log(g^) E ^i^ i^P ^ ^p)s,v\ (5-107) 
/3e(T{i)/G„ / \ /3e<7{i)/G„ / 

= exp log(gi,) E ^ph'^p] ■ (5.108) 



□ 



Lemme 5.28 

1. Pour tout a G T,{l)/G, on a 



TT -, — = TT 7^-^ — - (5.109) 

w\v 

En particulier, dans le cas fonctionnel, on a 

n 1 \ ^~'/3'^/3 n 1 —V ] n~f^'^<^^"' (5-110) 

w\v 
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2. Dans le cas arithmétique, pour x G (T (Ak) / K(T))* et y E X(T)^, on 
a 

iX-Xy). M qZ'" = Xa M q-^^^^^y'^^K (5.111) 

3. Dans le cas fonctionnel, pour x ^ (T{Ak) / K{T))* et z E X{T)^, on a 

(X-X.)JvrJ q-^-^-'- = Xa{7r^) {z , d^p^) q-f- (5.112) 

Démonstration : Le point [T] provient des formules (15.111) et (15.131) . Le 
point [2] découle du lemme 15.21 et le point [3] du lemme 15.31 □ 

Le résultat suivant sera utile lors du calcul du terme principal de la fonc- 
tion zêta des hauteurs. 

Lemme 5.29 

Soit V ^ S. Alors pour tout s E T (R>o), on a 

[ H,{-s^o,t)dp,{t) = L,{s,Pj,)Q^^Jq-'"') . (5.113) 

J \ //3eS{l)/G, 

T{K.,) 

Démonstration : Ceci découle aussitôt d'une part du théorème 15.271 et 
du lemme 15.281 d'autres part des lemmes 12.51 12.41 et de la décomposition 
(OD . □ 

5.5 Propriétés analytiques de la transformée de Fourier 
globale 

On va déduire des résultats de la section 15.41 que pour tout élément s de 

T (R>i ) , la fonction H {—s, . ) est intégrable sur T{Ak), ainsi que des 

renseignements sur le comportement analytiques des transformées de Fourier 
globales. 

Pour a G S(l)/G, nous notons Sa les places de au-dessus des places 
de S. 

Lemme 5.30 

Pour tout s dans T ^R^i^^^*^ j produit eulérien 

4t,,v \(lv 

est absolument convergent. 

Démonstration : Ceci découle aussitôt de la proposition I5.26[ □ 



Uq^A^^ ) (5-1) 
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Lemme 5.31 



Pour tout s E T (^R^[^^^'^^ , H{—s, . ) est intêgrable sur T{Ak)- 
Démonstration : On a pour tout s G C^*^^-''''^ 

j \H{-s,t)\uTit)= j H{-^{s),x)uT{t). (5.2) 

T(Ak) T(Aa') 

D'après la définition (13.61) de ut cette dernière expression vaut 



cx,dim{T) Y\. j Hy{-?R:{s),t) dny{t). (5.3) 



D'après le théorème 15.271 et le lemme 15^281 on a donc 

j \H{-s,t)\u;T{t) 



CKAMT) I n msa)) n n (1 - 9 

,a6E{l)/G / \aeS(l)/G w6S„ 



n Qs,- (^-"'''''^''O n / ^.(-3î(«),i)rf/^.(i) (5.4) 



D'après la proposition 12.11 le lemme 15.301 le point [T] de la proposition 15.71 
et, dans le cas arithmétique, le point [Dde la proposition 15. 121 cette dernière 
expression est finie dès que 3fî(s) G R>i d'où l'intégrabilité de H{—s, . ) 

pour s G r (rÎ{'^/^) . □ 

5.5.1 Cas arithmétique 
Lemme 5.32 

Soit X e {T{Ak)/K{T))*. La fonction 



v4S 



/3eS{l)/G„ 



n /''(^'^) n Wi'^-xMq-''-) (5.5) 

v&S\Vk,oo aGS(l)/G w&Sc 



est holomorphe sur T (rJ^ . On la note f{x, ■ 
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Démonstration : Ceci découle du lemme 15.301 et du point [2] de la propo- 
sition ETl □ 
Rappelons qu'on a également noté 

/oo(x, •)= n ^-(^'•)- (5.6) 

Lemme 5.33 

/oo(X; • ) GSÉ holomorphe sur T ^R^q^''^'^ j . 

Démonstration : D'après le point [2] de la proposition 15.121 pour tout 
V G Vk,oo la fonction fv{X: ■ ) 6st holomorphe sur T ^R^q^-'^''^^ . □ 

Lemme 5.34 

Soit X e {T{Ak)/K{T).T{K))*. Pour tout s e T (^R^[^^^^^, et tout y G 
X{T)g, on a 

; Pa) ) Xa 

,aeS(l)/G / 

(5.7) 



Démonstration : D'après la définition fl3.6l) de Ut, on a 

y (XXî/)W^^(--S,^)t^T(t) = CK,dim(T) JJ j {xXy)v{t)H^{-S,t)dfi^{t). 
T{Ak) ''^^^^ T{i^„) 

(5.8) 

D'après le théorème 15.271 le lemme [5^281 et le corollaire 15.111 le membre de 
gauche de (15.81) est donc égal à 

i{y, po)) 

qGS(1)/G 
aGS(l)/G w^Sa 

X J_J_(5s,^ I XpiT^w^jqv 1 

v^S ^ ^ /3eS(l)/G„ 

X n/^(^'* -^^r(^))' (5-9) 
d'où le résultat. □ 
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Lemme 5.35 

Soit K un compact de R i . Il existe une constante C > telle qu 'on ait, 

2 

pour tout X £ (T^Ak)/ K{T))* et tout s G la majoration 

\f{x,s)\^C. (5.10) 

Démonstration : Ceci découle immédiatement du point [3] de la proposi- 
tion [531 de la majoration 



/3eS(l)/G„ 



^ Qe,. ( qv''''^''^) (5.11) 



/3eS(l)/G„ 



et du fait que 

s ^ l\Q,:Jq;;'''') (5.12) 

est holomorphe sur 

2 

5.5.2 Cas fonctionnel 
Lemme 5.36 

Soit X € (T (Ak) / K{T))* . La série formelle Q.{Xj ■ ) définie par 

a un rayon de convergence supérieur à q~2 ^ est Tl^-compatible et vérifie pour 

tout s e r (Jî^f ^) 

Démonstration : Pour f^S", /?GS(l)/G't,etsGC, ona 

ç;'''^= (g-)^-/H'^^ (5.15) 

Ceci joint au lemme 15.301 montre aussitôt que le rayon de convergence de 
îî(x, • ) est supérieur à g~2 , ainsi que la relation (15.14p . 

La D° -compatibilité provient du lemme 15.191 □ 

Lemme 5.37 

On suppose que toutes les places de K vérifient Vliypothèse \4.8[ Soit x ^ 
{T{Ak)/K{T))*. La série formelle 

fix,z)'^'ùix,z)llUx,z) n n (5-16) 
a un rayon de convergence supérieur à q~^ et est TiT-compatible. 
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Démonstration : Ceci découle du théorème 15.271 et les lemmes 15.281 et 
EM □ 

Lemme 5.38 

On suppose que toutes les places de K vérifient rhypothèse \4.8[ Soit x ^ 
{T{AK)/K{T)y. On a pour tout seT (rJ{^^^^) et tout z G X{T)^ 

\aeE(l)/G y 

(5.17) 

Démonstration : D'après la définition (13. 6p de ojt, on a 

j iXXz)it)H{-S,t)uJTit) = CK,dim(T) JJ j {xXz) v{t)Hy{- S ,t) d^l^{t) . 

(5.18) 

D'après le théorème 15.271 le lemme 15.281 et le lemme 15.241 le membre de 
gauche de (15.180 est donc égal à 

a6S{l)/G 



X 

aes{i)/G-weSa 



/3GS(1)/G„ 



^\{Ux,lu{z)q-'), (5.19) 

d'où le résultat. □ 
Lemme 5.39 

On suppose que toutes les places de K vérifient l'hypothèse 14.81 La série 
formelle 

fiz)'^'ùii,z)fsiz) n n(i-^-^"'") (5-20) 

OgS{l)/G weSa 

a un rayon de convergence supérieur à q~^ et est T>':^-compatible. 

Démonstration : Ceci découle aussitôt du lemme [5.251 et du lemme [5. 191 

□ 
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Lemme 5.40 

On suppose que toutes les places de K vérifient rhypothèse \4.8\ On a, pour 
tout s ET (rJ^ et tout z G X(T)^ 



T(K)nT(AK) 



n ZK^{{z,d^p^) q-'-^-)\^{^u{z)q-'). (5.21) 

.aeS(l)/G 



Démonstration : D'après le théorème 15.271 et le lemme [5.251 on a 



/ 



T{K)nT{AK) 



Cx,dim(T) 



\ 



X 



H{-s,t){x.){t) [ ®dfi,] (t) 



T(K) 



aGS(l)/G 

xÙ{l,^u{z)q-n fs {luiz)q-') 

.aGS(l)/G y 



(5.22) 



(5.23) 



(5.24) 
(5.25) 

□ 



5.6 L'expression intégrale de la fonction zêta des hau- 
teurs 



Notons 7* le morphisme de caractères 

{T{AK)/T{K)r {Tp,{AK)/TpAK)y 



(5.1) 
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induit par la composition avec le morphisme 7ak- Dans le cas fonctionnel 
comme dans le cas arithmétique, nous choisissons arbitrairement et une fois 
pour toutes un scindage du morphisme quotient 

T{Ak)/T{K) ^ T{AK)/T{AKy. (5.2) 

Ce scindage induit par dualité un isomorphisme de {T{AkY /T{K))* sur 
un facteur direct de (T(Ax)/T(Aii')^)* dans {T{AK)/T{K)y , lequel facteur 
direct sera noté Ut- On note Ut l'image de (T^AkY /'K(T).T{K))* dans 

1X(T) par cet isomorphisme. En d'autre termes, Ut est le sous-groupe de Ut 
constitué des caractères qui sont triviaux sur K(T), et on a 

{T{AK)/K{T).T{K)r = {T{AK)/nAKfy X Ut. (5.3) 
Lemme 5.41 

1. Le noyau de 7* est isomorphe à A{T)*. En particulier Ker(7*) est fini. 

2. Dans le cas arithmétique, Ker(7*) est inclus dans Ut- 

3. Dans le cas fonctionnel, Ker(7*) fl (T(Ai^)/T(Ai^)^)* est de cardinal 
OCt- 

Démonstration : D'après ( 13.13p et le lemme [42l on a une suite exacte 

Tp,iAK)/Tp,iK) — . TiAK)/TiK) ^ A(T) (5.4) 
d'où par dualité une suite exacte 

— AiTY {T{AK)/T{K)r — . {Tp^{AK)/Tp^{K)r . (5.5) 

d'où le premier point. 

Dans le cas arithmétique, le fait que Ker(7*) soit fini et que {T{Ak) /T{AkY] 
soit sans torsion donne aussitôt le second point. 

Dans le cas fonctionnel, on note que le groupe Ker(7*)n(T(Ax)/r(Ax)^)* 
est le noyau du morphisme 

{T{AK)lT{AKfy — {Tp^{AK)lTp^{AKfy (5.6) 
induit par la composition avec 7ak5 ^t qu'on a un diagramme commutatif 

2)^ -Î^TP, (5.7) 



E 

deg. 



dcgî. 



{T{AK)/T{AKn — {Tp^{AK)lTp^{AKYr 

dont les flèches verticales sont des isomorphismes. Comme %t est le cardinal 
du conoyau du dual du morphisme — ^ , on a le troisième point. 

□ 
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5.6.1 Cas arithmétique 

Rappelons que dx est par définition la mesure duale de tûr, on ujt est 
la mesure quotient de ojt sur T{Ak)/T{K), T{K) étant muni de la mesure 
discrète. 

Comme {T{AkY /T{K))* est discret, {T{Ak) /T{AkY)* est un sous- 
groupe ouvert de {T{Ak)/T{K))* , et on a pour toute fonction ip intégrable 
sur (T(AK)/T(ir))* 

J Vix) dx= j '^(^■^') (5-8) 

{T{AK)/T(K)r x(^{T{Ak)IT{AkY)* \x'<^^t J 

En vue d'obtenir une formule intégrale explicite, il nous faut déterminer la 
restriction de la mesure de Haar dx au sous-groupe ouvert {T{Ak) /T{AkY)* . 
Rappelons qu'on a défini la mesure u]. sur T{AkY /T{K) par la relation 



a;r = u;T (deg?')Jrft), (5.9) 
où dt est la mesure de Lebesgue sur (X(T)'^)^ normalisée par le réseau 

{x{Tfy. 

Si on note {oj^)* et dt* les mesures duales de ui]^ et dt respectivement, on 
a donc 

dx= K)*. {[àeg*^]-') jr . (5.10) 

Comme T{AkY /T{K) est compact, d'après le lemme [4?T6] (yj]-)* est la 
mesure de Haar sur le groupe discret {T{AkY /T{K))* pour laquelle chaque 
point a pour masse 

T{AkY/T{K) 



Par ailleurs, on note désormais dy la mesure de Lebesgue sur X(T)^ 
(identifié au dual topologique de (X(T)'^)^ de la manière décrite au lemme 
14.16p . normalisée par le réseau X(T)'^. D'après le lemme [l?T6l on a donc 

dt* 

= (2 7r)-gW^)^) - ^^-^^^ 
On obtient finalement le lemme suivant. 
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Lemme 5.42 

Soit (f une fonction intêgrable sur (T{Ak)/T{K))* . On a alors 



(2vr)'-g{^m^)6(T) 

{T{AK)/T{K)r yeX{T) 



j Yl '^(XrX) j dy 



(5.13) 



Pour appliquer le lemme 14.201 on a besoin d'abord de prouver le carac- 
tère de 3^H{—s, .) sur {T{Ak)/'K.{T).T{K))* (rappelons que cette inté- 
grabilité sera automatique dans le cas fonctionnel, grâce à la compacité de 
(T{Ak)/'K.{T).T{K))*). Pour ce faire, on utilise de manière cruciale la ma- 
joration pour les transformées de Fourier locales aux places archimédiennes 
obtenue au corollaire 15.141 ainsi que la majoration uniforme des fonctions L 
donnée par le résultat suivant, conséquence du résultat principal de |Ra| . 



Proposition 5.43 

Soit E un corps de nombres et ô > 0. Il existe un réel e > (vérifiant 
< e < ^) et une constante C > telle qu'on ait pour tout s vérifiant 
3î(s) > 1 — e et tout caractère x de Gm{AE) trivial sur K{Gm) la majoration 



- — -Le{x,s) 



^Cil + \%s)\)\l + \\xoo\\Y (5.14) 

La proposition suivante est la proposition B.3 de |CLTs| . 
Proposition 5.44 (Chambert-Loir, Tschinkel) 

Soit V un R-espace -vectoriel de dimension finie muni d'une norme 1 1 . 1 1, (^j) 
une base du dual de V, M un sous-espace vectoriel de V, dm une mesure de 
Lebesgue sur M, V un supplémentaire de M dans V, et S un réel vérifiant 
< ô < 1. Pout tout ô' > ô, il existe une constante C > et un ensemble 
fini {^i,j)iei,jej d'éléments du dual de V tels que : 

- pour tout i G /, ia famille {£ij)j(zj restreinte à V est une base du dual 
de V ; 

- pour tous Vi et f 2 dans V on a la majoration 

dm 



M 



[1 + \\vi + m\\y-^ Yli'^ + \i,{v2 + m)\) 

^ (i+ihii)^-^'ir n(i + iM^2)i)- ^^-^^^ 



112 



Nous aurons également besoin des résultats suivants sur le morphisme «type 
à l'infini». 

Lemme 5.45 

1. La restriction du morphisme «type à FinËni» à {T{Ak)/ K{T).T{K))* 
est de noyau ûni. 

2. La composition de Visomorphisme 

degT : X{T)g ^ [T {Ak) / T {Ak?)* (5.16) 
avec le morphisme de (T(Ax)/î'(Ai^)^)* vers X(T)roo induit par le 



morphisme «type aVinfini» coïncide avec l'injection diagonale X (T) 



X(T)r,oo. 

3. On note Ut.oo Limage dans X(T)r oo de Ut par le morphisme «type 
à Linhni». Alors Ut,oo est un réseau d'un sous-espace vectoriel supplé- 
mentaire de X(T)^ dans X{T)r^oo- 

Démonstration : D'après la proposition 13.241 le groupe 

T(A^)/K(T) TiK) T{AkW^ (5.17) 

est fini. Par dualité, ceci montre le point [U 

Le point [2] découle par dualité de la commutativité du diagramme 

Y\veVK^nK.)lT{0.) ^T{AK)/T{AKf (5.18) 



dogj 



Hom (X(T) «^ R) ^ Hom(X(r)^, R) 

où la flèche horizontale du bas est la somme des restrictions. 
Notons 

e : J] r(ir,)/T(a) ^Hom(X(r)^,R) (5.19) 

la composition de la flèche verticale de gauche et de la flèche horizontale du 
bas du diagramme (15. 18p . 

Le groupe T{Ak)\>j^ ^/'K.{T).T{K) nT(Ax)p^^ est un sous-groupe ou- 
vert du groupe T(Ax)^/K(T).T(_ft'), et donc un sous-groupe fermé. D'après 
la proposition [323 T{Ak)],^ ^/^{T).T{K) nT(Ax)p^^ est donc compact. 

Notons 

T{OK)=T{K)n J] T(a) (5.20) 
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et T(Oi^)oo l'image de T(Ci^) dans H T{K^)/T{0^). Ainsi T{Ok) oc est 

un sous-groupe discret de Yl T{Ky)/T{Ov) dont l'image est contenue dans 

Ker(e). 
On a 

K{T).T{K) nTiAKYr,^^ = T{OK). H ^i^^) (5-21) 

et un isomorphisme 

T(AK)^,,,^/K(r).r(K) n T(A,,)^,,^ Ker(5)/r(0^),o (5.22) 

Ainsi Ker(£)/T(Oi^)oo est compact et T{Ok)oo est un réseau de Ker(£:) 
(lorsque K = Gm, ce résultat est le théorème des unités de Dirichlet). 
Le diagramme commutatif suivant 

1 



(r(A^)/r(A^)i)' 



(r(A;,)/K(T).T(K))* 



■X{T)^ 



n r(ir,)/r(a 



{T{AKy/K{T).T{K)r (Ker(£)/T(0^)oo)*c- 



Ker(£)* 





(5.23) 

où les deux colonnes sont exactes, montre alors le point [3l □ 
Pour alléger les notations, on identifie dans l'énoncé et la démonstration 
de la proposition 15.461 l'espace vectoriel X(T)^ à son image par 7r dans 
PL(E)^. 

Proposition 5.46 

1. La série de fonctions holomorphes 



n ^kaxc 

X&Ut \aeS{l)/G 



s„) f{x,s) foo{x,s) (5.24) 
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converge uniformément sur tout compact de T (^R^[^^^'^^ et déËnit 
donc une fonction holomorphe sur ce domaine, notée G{s). 
2. On note F la fonction décalée 

1 



Il existe alors un réel e > tel que la fonction 



(5.25) 



n I ^(^) 

kaGS(l) 



(5.26) 



se prolonge en une 
en s = est 



fonction holomorphe sur T ^R-^i^j^'^ j , dont la valeur 
lim (s - 1) j H{~sy^o,t)ujT{t)- (5.27) 



T(K)nT{AK) 

3. Soit S > 0. Il existe un réel e > tel que la propriété suivante est 
vérifiée : pour tout ô' vérifiant < ô' < 1 et tout compact K de 
R>_£ , il existe une constante C > et un ensemble fini (£jj)jg/ jgj 
de formes linéaires sur R^^^^/'^ tels que : 

tout i E I, la famille (£jj)jgj restreinte à X{T)^ est une base 



pour 

du dualdeX{T)1; 
pour tout s de T (K) et tout y G X(T)§^, on a la majoration 




F{s + iy) 

i+s 



i-s' X] n 1 



+ |£„-(Î5(s) + y)| 



. (5.28) 



Remarques 5.47 : 

1. La démonstration qui suit est fortement inspirée de |CLTs| . 

2. Pour s ET (^rJ^^^/^V soit 



X&Ut 



) fix, s) foc ix, s] 

,oes(i)/G 



(5.29) 



et Fis) 



hf^G{s — ipo). La démonstration de la proposition 15.461 



[A{T)] 



montrera en fait que F vérifie la majoration (15.281) . 
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3. Le point [3] montre que la fonction 



n r 



+ Sr 



F{s) 



^QeE(i)/G 

est X(T)p^-contrôlée au sens de |CLTsl Définition 3.13]. 



(5.30) 



□ 



Démonstration : 

D'après la proposition 12. Il et les lemmes [ÏÏTTl 15.321 et 15.331 pour tout x, la 
fonction 



n ~ — (^"' I f 



(5.31) 



,aGS(l)/G 



se prolonge en une une fonction holomorphe sur T ( R-^i ) , que l'on note 

gix, s). 

Montrons alors qu'il existe un réel e vérifiant < £ < | tel que la série 
de fonctions 

J2 9ix,s) (5.32) 
xeliT 

converge uniformément sur tout compact de T ^R^ji^/*^ j , ce qui donnera les 

points [T] et [21 à l'exception de (15.27p . 

Soit ô > 0. D'après la proposition 15.431 il existe un réel e > et une 

constante C7i > telle qu'on ait, pour tout s G T (iL^^^^^^^ et tout x ^ 

(r(A^)/K(r))- 



n 



aeS(l)/G 

soit 



aeE{l)/G 



(5.33) 



n 



aeE(l)/G 



Sr, - 1 



LRr, (Sa,Xo 



^Ci(l + P(5)||)'(l + ||Xoo||)'. (5.34) 



Soit K un compact de T ^R^^/i{'^j. D'après le corollaire 15.141 il existe une 
constante C2 > telle que pour tout s G K et tout x ^ on a 

C2 ^ 1 



l/oo(X,^)l ^ 



1+ IIXc 



n {i + \{Pi,x^) + '^{si)\) 



(5.35) 
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D'après le lemme 15.351 il existe une constante C3 telle que pour tout 
s G K et tout X £ on a 

\f{x.s)\^C,. (5.36) 

Finalement, on a montré qu'il existe une constante C > telle que pour 
tout s G K et tout x ^ on a la majoration 

^ îe5(i) 

Pour montrer que la série de fonctions (I5.32P converge uniformément sur 
K il suffit donc de montrer que pour tout à G S^^^^ la série 



y \ \ 

,tt(i + llxoo||)^-' n (i + Kp.,Xoo) + 3(3.)|) 

est convergente uniformément localement en s. 

D'après le lemme 15^451 il suffit de montrer que la série 



(5.38) 



if (i + iimii)^-^ n (1 + Ka, 



m) + ^{si)\) 



(5.39) 



est convergente uniformément localement en s. 
Mais cette série est majorée par l'intégrale 

1 dm 



(l + ||m||)^-^ n (1 + Kp.,m) + Î3(..)|)' 



(5.40) 



où dm est la mesure de Lebesgue sur 1X^,00 ^R- normalisée par le réseau 1X^,00- 
Pour conclure, on applique alors la proposition 15.441 avec V = X(T)roo, 
M = Ut,oo ® R, V = X(T)p^ (qui est bien un supplémentaire de M dans V 
d'après le point [3] du lemme [5?45ll Vi = 0, ^2 = (Ïï(si))îe5(i), et en prenant 
pour base du dual de V la famille {{pi , ■ ))îg5(i). 

Montrons à présent (15.27p . Il s'agit de montrer qu'on a 

J2 dix, Vo) = [A{T)] lim (. - 1) I Hi-s ^0, t)Mt). (5.41) 



X6U: 



T{K)nT{AK) 



Compte tenu de la définition de g{Xj *) et du fait que Lx^iXa, ■ ) est holo- 
morphe sur C si Xa est non trivial, g{x^ V'o) est nul dès qu'il existe un a tel 
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que Xa est non trivial, en d'autre termes dès que x n'est pas dans Ker(7*). 
Le premier membre de (15.411) s'écrit donc 

E ( n Res a. (s) / (x, ^o) /oo (x, y^o) (5.42) 

XellTnKer{7*) \aeS{l)/G ^ ) 

Par ailleurs, pour s complexe tel que 3î(s) > 1, appliquons la formule de 
Poisson avec S = T(Ax), H = T{K) n T(Ax), dh = dg = lut et F = 
H{—sipo, .). On obtient d'après le lemme [5T4T] et le fait que 3^H {x^ —s^po) 
est nulle dès que x n'est pas trivial sur K(T) 



/ 



T{K)nT{AK) 



Hi-s^o,t)ujT{t)= J J2 ^H{x.-sVo) (5.43) 

= r4^ E S^^lx^-^V'o) (5.44) 
Mais d'après (I5.7p on a pour tout x ^ Ker(7*) fl Ut 

'JH{x,-s^q)= { JJ Ci^Js) /(x,S¥5o)/oo(x,s</?o)- (5.45) 

\aeE{l)/G / 

De (15321), (15:441 ) et ( lÏÏTiHD . on déduit aussitôt la relation (lÏÏTiTD . 

Montrons à présent le point [3l Soit 5 > 0. D'après la proposition 15.431 
il existe un réel e > et une constante Ci > telle qu'on ait, pour tout 

seT {l^^^lj^^ et tout X e Ut 



,aeE{l)/G " 



^Ci(l + ||3(s) + 2/||)'(l + ||Xoo||)'. (5.46) 



Soit K un compact de R>_e . D'après ( 15.46p . le lemme 157351 et le corollaire 
15.141 il existe une constante C2 > telle que pour tout s G T(K), tout 
y G X{T)^ et tout x ^ l'expression 

l^(X, (Sa - 1 +îî/a))| =\9{X-Xy,S- ^o)\ (5.47) 
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est majorée par 



(l + P(^)+l/||)^(l + ||Xc 

1 + IIXoo + 2/ll 



1+ E 



n (i + i(p.,xoo+?/) + s(50i)' 



(5.48) 



On en déduit que pour tout s & T (K) et tout y G X(T)g^, l'expression 



n 



,aeE{l)/G 



Sa + 1 + Wa 



F{s + iy) 



est majorée par 



(5.49) 



îe5(i) 



où 02?(s, y) est défini par la série 



On obtient finalement que l'expression (15.491) est majorée par 



Fixons a G S^ax- De la majoration 

1+IIXooll ^ l + IIXoo+2/ll + IIZ/ll ^ (l + ||Xoo+l/||)(l + 

on déduit qu'on a 

(l + Ml)' ^ 1 



^^^^ (1 + I IXoo + y\\y-' ^ n ^ 1 + I {P^ , Xoo) + %Si) + y. 



(5.50) 



(5.51) 



C2(l + P(«)||)^+^l + ||y||)^+^ J2 Ms,y). (5.52) 



(5.53) 



(5.54) 



D'après le lemmeEUHl il existe alors une constante C3 > telle qu'on ait 



(i + ibiir 



(1 + \\m + 



+ \{pi, m) + %s,i) +yi 



(5.55) 
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soit 



^Cs{l + \\y\\Y 



dm 



{l + \\m + y\\y-^ n {l + \{pi,m) + Q{s,) + yi\)- 

(5.56) 

On conclut comme ci-dessus en appliquant la proposition 15.441 avec V = 
X{T)^^oo, M = Ut.oo, V = X(T)^, vi = y, V2 = C^isi) + î/i)jg5(i), et en 
prenant pour base du dual de V la famille {{pi , ■ D 

Corollaire 5.48 

Dans le cas arithmétique, pour tout s E T (^R^^^^^^^ on a la représentation 
intégrale 

E H{t,-s-^o)= (2,)ifiSl)^(T) / ^i--^^M)dy (5.57) 

OÙ F est la fonction définie dans l'énoncé de la proposition \5.4Œ 

Démonstration : On veut appliquer le lemme [4201 On sait déjà (lemme 
I5.3ip que H {. , —s — (po) est intégrable sur T(Ax), et il s'agit de montrer 
que X ^ '3^H{xi ~^~Vo) 6st intégrable sur (T(Aj^)/K(T))*. Or on a, d'après 
le lemme [5?l2l 



j \JH{x.-s-^o)\dx 



(T(Ak)/K(T))* 

1 



(2 vr)'-g(^m^) 6(r) 



(5.58) 



(5.59) 



1 



I {Y,\'^H{xy.x.-s-^o)\\dy 
j J2 + '^^(y^ - <^o)| dy (5.60) 



(2 7r)'-g(^(^)'')6(T) 

X(T) 



a 



OÙ F est la fonction définie à la remarque 15.471 Cette même remarque montre 
en outre que la dernière intégrale est finie. 
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On peut donc appliquer le lemme 14.201 ce qui donne la formule 15.571 
compte tenu du lemme [5.42[ □ 

La technique pour évaluer le comportement analytique de la fonction 
définie par l'intégrale apparaissant dans (15.571) est développée par Batyrev 
et Tschinkel dans |BaTs2| . et raffinée par Chambert-Loir et Tschinkel dans 
|CLTs| . Dans la section [6l nous rappelons le lemme technique principal de 
|CLTs| . Puis nous expliquons dans la section [8^ comment appliquer ce résul- 
tat à l'évaluation de cette intégrale et donc à la fonction zêta des hauteurs 
des variétés toriques (ceci est également expliqué dans |CLTs| . à ceci près que 
seules des variétés toriques déployées sont considérées ; l'adaptation au cas 
non déployé est cependant aisée). 

5.6.2 Cas fonctionnel 

Rappelons que dx est par définition la mesure duale de ujt, où uJt est 
la mesure quotient de ut sur T{Ak)/T{K), T{K) étant muni de la mesure 
discrète. Comme dans le cas arithmétique, en vue d'obtenir une formule in- 
tégrale explicite, il nous faut déterminer la restriction de la mesure de Haar 
dx au sous-groupe ouvert (T{Ak)/T{AkY)* . 

Rappelons que (T(Ai4')/T(Ai^)^)* est un sous-groupe de (T{Ak)/'K.(T).T{K))* 
d'indice fini égal au cardinal de T {AkY fKiT) .T (K) . Si on note cl(T) ce car- 
dinal, on a donc 




(5.62) 



iT(AK)/T(AKyr {T{AK)/K{T).T(K)r 

Appliquons à présent le corollaire 14. 181 de la formule de Poisson avec S = 
T{Ak), dg = ùjt, Ti. = T{K), dh la mesure discrète, % = K(T) (rappelons 
que / Ut est non nul, cf. section \3M et F l'indicatrice de K(T), on obtient 

K(T) 



[K{T)nT{K)] = 




(5.63) 



K(T) {T{AK)/KiT).T{K))* 
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Or on a 



J ujt = [K(T) n T{K)] j (5.64) 



K(T) K(T).T(K)/T{K) 

[K(r) n T{K)] 



T{AkY/T(K) 

J^^q^^o.M'^«m,iT). ,5.66, 

En combinant (15.62p . (15.63p . et (15.66p . on obtient 

1 ^x..^^.^...M cl(r) 



[K(T) n T{K)] log(g)'-g(^m°) 6(T) 

(T(Ak)/T{Ak)1)* 

(5.67) 
(5.68) 



log(g)>-g(^m^) 6(T) ■ 

Soit dx la mesure de Haar sur {T{Ak) /T^AkY)* de masse totale 1. On 
déduit de ce qui précède le lemme suivant. 

Lemme 5.49 

Pour toute fonction ip intégrable sur (T (Ak) / T (K))* , on a 

(5.69) 

Convention 5.50 : Soit un Z-module libre de rang fini. On munira tou- 
jours Nu de la mesure de Haar dz de volume total 1. En d'autres termes, 
dans toute expression du type 

...dz (5.70) 

Nu 

il sera toujours sous-entendu que dz est la mesure de Haar de volume total 
1. 

Pour tout élément de A^^, on a donc 

/ V\ r f si 7^ X 

{z,n'')dz = { . . V n 5.71 
^ ' 1 SI n = 0. ^ ' 

Nu 

□ 
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Lemme 5.51 

Soient M un Z-module libre de rang Ëni, N un sous-groupe de M d'indice 
Ëni, et (f une fonction intégrable sur Mu. On a alors 

j (p{z)dz = j Lp{z)dz. (5.72) 

Nu Mu 

Démonstration : Soit (ej)jg/ une base de M adaptée à A^. Au moyen de 
cette base, on identifie Mu à . Si dz désigne la mesure uniforme sur L/, le 
membre de droite de f l5.72p s'écrit alors 

(g) dzi. (5.73) 



u 



Soit (di) G N{.q tel que {di Cj) soit une base de N. Au moyen de cette base, 
on identifie Nu à . Le membre de gauhe de (I5.72p s'écrit alors 



^{^t').ei ®dz,. (5.74) 



Pour conclure, on remarque que si d est un entier non nul on a pour toute 
fonction ip intégrable sur U 

i) {z"^) dz = j ip{z) dz. (5.75) 
u u 



□ 



Corollaire 5.52 

Pour toute fonction ip intégrable sur {T{Ak) /T{AkY)* , on a 



Vix) dx= J ^ iXz) dz (5.76) 

Démonstration : On applique le lemme lÏÏTSTl avec M = (T(Ax)/T(Aa')^)^ 
et N = X{T)^. □ 
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Lemme 5.53 



Pour s eT (^E^'i''^^^, on a l'égalité 



3^H{x-x',-s)dx 



^'GKer{7*).(T(AK)/T{AK)i) 



[A{T)] 



[X- 



T 



{T(AK)/T(AKYy 



H{-s,t)x{t)Mt) 



T(K)nTiAK) 



dx- (5.77) 



Démonstration : Soit x e (T(Ax)/T(Ax)^)* et s G T (^R>5^^/^ 
Appliquons le corollaire 14.181 de la formule de Poisson avec S = T{Ak), 
:K = T{K) n T{Ak), dh = dg = cot, X = K(T) et F = H{-s, . ) x- 

On obtient, compte tenu du point [H du lemme 15.411 et du fait que la 
transformée de Fourier en un caractère non trivial sur K(T) est nulle 

J Hi-s,t)xit)ujrit) = j^^ Yl ^Hix'.X,-s) (5.78) 



x'eKer(7*) 



T{K)nT(AK) 

On intègre à présent les deux membre de (15.781) sur (T(A/^)/T(A/^)^)'' 

dx 



H{-s,t)xit) ujT{t) 
{t{Ak)/t{Ak)^Y |r(^nT(AA') 



[A{T)] ^, ^ 



'^H{x' ■X.-s)dx. (5.79) 



^1K(T)~-'- 



Or on a d'après (|5.3p 



Y, j 3'H{x'.X,-s)dx 

x'fKer(r) (t(Ak)/T(Ak)1)* 



MK(T)- 



3^i/(x.Xo.Xi, -s)c?X. (5.80) 



X06(r(AA')/T(AK)i)* (T(Ak)/T{Ak)1)* 
XO XieKer(7*) 
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Comme dx est une mesure de Haar sur (T(Ax)/T(A/<)^)*, cette dernière 
expression se réécrit 

Y, [{Xo G {nAK)/nAKf)\ XoXi e Ker(7*)}] j 3^H{x-Xi, sW- 



{T{AK)/T{AKVr 



(5.81) 



Pour conclure, on remarque que pourxi G IX^, on a, si Xi ^ Ker(7*). (T(A/^)/T(Ax)^)*, 

[{Xo e {T{AK)inAKY)\ XoXi e Ker(7*)}] = (5.82) 
et, si xi e Ker(7*). (T(Ak)/T(Ak)1)*, 

[{xoe{T{AK)/TiAKyy, xoXiGKer(7*)}] = [(r(A,,)/T(A,,)')* H Ker(7*)] 

(5.83) 



soit d'après le point [3] du lemme \5ÂÏ\ 

[Xo e (r(A^)/r(Ax)i)* , XoXi e Ker(7*)] = Xt. (5.84) 

□ 

Soit II la fonction définie pour s E T ^R^^/''^'^ j par l'intégrale 



his) 



X(T)G 



H{-s,t) Xz{t)Mt) 



T(K)nT{AK) 



dz. (5.85) 



grale 



Pour X G Ut, soit la fonction définie pour s G T ( R>\ j par l'inté- 



j ^H{xzX,-s)dz. 



(5.86) 



X(T)G 



Corollaire 5.54 

Dans le cas fonctionnel, pour tout élément s de T (^R^[^^^'^^ , on a la repré- 
sentation intégrale suivante 



teT(K) 



[Xt] 



his) + Yl 



X^Ker(7*).(T(AK)/r(AK)0* / 



(5.87) 
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où h{s) est l'intégrale donnée par l'expression (|5.85l) et, pour x ^ \ 
Ker (7*) . (T(Ax)/î'(Ax)^)*, -^x(*) l'intégrale donnée par l'expression 

Démonstration : Soit s un élément de T . On a vu (lemme 

I5.3ip que H{—s, . ) est intégrable sur T{Ak)- D'après la remarque 14.211 on 
peut alors appliquer le lemme [4201 On obtient donc, compte tenu du lemme 
KM l'égalité 



t£T{K) 



X'6XXt 



(T(Ak)/T(Ak)1)* 



(5.88) 

On décompose la somme ^ apparaissant dans le membre de droite de 

X'6Ut 

(15.88P (qui est, rappelons-le, une somme finie) suivant que x' appartient ou 
nonàKer(7*).(T(AK)/T(AK)^)*. 
D'après le lemme [57531 on a 



E 



x'eKer{7*).(r(AA')mAK)i) 



[A{T)] 



(r(AK)/T(AK)i)* 



H{-s,t)x{t)u;T{t) 



(T(Ak)/T(Ak)1)* 

D'après le corollaire 15.521 on a 



T(K)nT(Ax) 



dx (5.89) 



{T{AK)/TiAKV)* lTiK)nTiAK) 



Hi-s,t)xit) iUT{t) 



dx 



H{-s,t) Xz{t)ujT{t) 



lT(K)nT{AK) 



dz. (5.90) 



Toujours d'après le corollaire l5.52l pour x! ^ 'UT\Ker (7*) . {T{Ak) /T{AkY) , 



on a 



■JH{xX,-s)dx= j ■JH{x.-X,-s)dz. (5.91) 

(T(Ak)/T(AkYT X{T)% 

On en déduit le résultat annoncé. □ 
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Le cas où l'hypothèse (|4.8I) est vérifiée pour toute place. Si toutes 
les places v de K vérifient l'hypothèse (14.8p . d'après les lemmes [5.381 et [ÏÏ^lUl 

on a pour tout seT (lil'i^^^^ et tout x e (^(Ax)/K(T))* 



X{T)G 

et 



f ( H ZK^{{z,d^p^) q-''-^-)U{ju{z)q-^)dz. (5.92) 

^.G \°6E{1)/G / 



X(T)0 \"es(i)/G / 

(5.93) 

La technique pour évaluer de telles intégrales est développée à la section 

m 

Le cas d'une extension de déploiement non ramifiée. Le but de ce 

paragraphe est de décrire une situation techniquement plus simple que la 
situation générale dans le cas fonctionnel, pour laquelle un lemme technique 
simplifié sera suffisant. La compréhension préalable de ce qui se passe dans 
ce cas peut aider à la compréhension du traitement du cas général. 

Corollaire 5.55 

022 se place dans le cas fonctionnel et on suppose que l'extension de déploie- 
ment L/K est non ramiËée. Pour tout élément de s de T (^R^[^^^'^^ , on a la 
relation 

teT{K) ^^^^ ^ ' X&U.T 

où, pour X £ Ut, -^x(*) l'intégrale donnée par 

^x(*)= / n ^K^{Xa,{z, d^p^) q-'^-'-)\ Ù{x,luiz)q-')dz. 

(5.95) 

Démonstration : D'après (15.881) et le corollaire 15.521 on a pour tout s G 



S(l)/G 



S ''"■-''' = logfa)r.»W)i(r) I^ / 'fH(xX..-s)dz. (5.96) 



t£T(K) A'^'^i x(T)'' 
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D'après le lemme [5.381 on a pour tout x ^ 

\aeS{l)/G / 

(5.97) 

Comme la variété est déployée par une extension non ramifiée, d'après la 
définition (15.161) de f {X: ■) on a f (x, • ) = ^(x, • ) d'où le résultat. □ 



6 Évaluation de l'intégrale : le cas arithmétique 

Soit N un Z-module libre de rang fini et A un cône strictement convexe 
de Nu. On définit, pour tout élément s de T(intrel (A)), 

S^,a(s) = / e-'^y'^Uy, (6.1) 



A 



V 



OÙ dy est la mesure de Lebesgue sur A^^, normalisée de sorte que le réseau 
A^"^ soit de covolume 1. Cette fonction sera appelée E-f onction du cône A. 
Notons que si Sq est un élément de T (intrel (A)) on a 

S^,A(so) = limt'^s(^)S^,A(tso). (6.2) 
et que si N' C N est un sous-groupe d'indice fini on a 

E^,a{s) = [N -.N'jEN'A^)- (6.3) 

Remarque 6.1 : D'après (12.111) . on a en particulier, pour toute variété pro- 
jective et lisse V telle que la classe du faisceau anticanonique appartient à 
l'intérieur du cône effectif de V 

a*{V) = Epic(x^)^c,s{V){^v^) (6.4) 

où CesÇV) est le cône effectif de V. □ 
L'évaluation est basée sur le résultat suivant, cas particulier de [CLTsl 
Thm 3.1.14]. 

Théorème 6.2 

Soit n ^ 1 un entier et T un sous-groupe de Z" tel que N = /T est sans 
torsion et F fl R^q = {0}. On note j le morphisme quotient ^ N. 

Soit f une fonction holomorphe sur T (R"o)- suppose qu'il existe un 
e > tel que la fonction 

^^/(^) n (^-^^ 

1 ^ -L ~r 
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se prolonge en une fonction holomorphe sur T (R"_^) qui est T R-contrôlée 
au sens de fCLTsl Définition 3.13]. On note C la valeur de ce prolongement 



en 0. 

Alors l'intégrale 



j f{s + iy)dy (6.6) 



(2 7r)'-s(r) 



converge absolument en tout s deT (iî>o) définit une fonction holomorphe 
T c-invariante sur T (R^q), notée g. 

Il existe en outre un e' > tel que la fonction 

R : s^gis)-CE^.^.,{j{s)) (6.7) 



se prolonge en une fonction méromorphe sur T (lî."_g,) 
Pour tout So G T^Ryo), on a 

lim/sWiî(sso) = 0. (6.8) 

s— >0 

Remarques 6.3 : 

1. La FR-contrôlabilité de / signifie en deux mots que l'on dispose d'un 
bon contrôle de la croissance de / sur les bandes en Fr. Nous n'avons 
pas estimé utile de rappeler ici la définition précise de cette notion. 
Il suffit de savoir que, pour l'application du théorème à l'évaluation 
du comportement asymptotique de la fonction zêta des hauteurs, cette 
hypothèse est vérifiée grâce au point [3] de la proposition 15.461 comme 
déjà signalé à la remarque 15.471 

2. Le résultat obtenu en appliquant [CLTsl Thm 3.1.14] est en fait plus 
précis. On obtient une description des pôles de g au voisinage de zéro, 
et un contrôle de g dans les bandes verticales. Une fois le résultat ap- 
pliqué à la fonction zêta des hauteurs, ce contrôle joint à un théorème 
taubérien adéquat permet de donner un développement asymptotique 
du nombre de points de hauteur bornée plus précis que celui qui découle 
du théorème I4.12[ 

3. L'idée générale de la preuve de [CLTsl Thm 3.1.14] est de mettre en 
oeuvre une récurrence sur le rang de F utilisant le théorème des ré- 
sidus. La notion de contrôlabilité sert à assurer l'intégrabilité (et le 
contrôle dans les bandes) des fonctions obtenues par intégrations suc- 
cessives. Cette preuve nous semble inadaptable telle quelle au type de 
fonctions que l'on a à traiter dans le cas fonctionnel. Une des raisons 
est l'apparition de pôles supplémentaires. En outre, ce que devrait être 
la définition de la contrôlabilité dans ce cadre n'est pas clair a priori ; 
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notamment, au vu de la périodicité des fonctions mises en jeu, la notion 
de majoration dans les bandes perd tout son intérêt. 

□ 

7 Évaluation de l'intégrale : le cas fonctionnel 

Le but de cette partie est d'obtenir un résultat analogue au théorème 16.21 
adapté à la forme des fonctions obtenues dans le cas fonctionnel. 

7.1 Définition d'une certaine classe de fonctions 

Soit N un Z-module libre de rang fini. Pour toute partie A de A^r et toute 
application a : A fl ^ C on définit la série formelle 

On pose 

^n,aA^)= ay{z,y) (7.2) 

yeAnN 

pour tout élément z de iV^x telle que le membre de droite de (17. 2p est une 
série absolument convergente. On a ainsi 

i^N,AA<i'n= Yl s 9"^'''^ (7-3) 

yçAnN 

pour tout élément s de Nç, tel que telle que le membre de droite de (17. 3p 
est une série absolument convergente. Pour un tel s on a donc, pour tout 
élément z de A^^, 

^N,A,a{^<l'n= E ay {z, y) q-^y'^l (7.4) 

y£AnN 

Si a est la fonction constante égale à 1, on notera J^n,a pour J^N,A,a- 

7.2 Un premier exemple 

Soit T un cône de A'^r, tel que T"^ soit d'intérieur non vide. La série 
définissant ^N,r (ç^) converge alors absolument pour tout s de T (int (T"^)). 
La fonction ^N,r (<?"*) est utilisée par Peyre dans |Pe3| pour une définition 
alternative de l'invariant a*{V) attaché à une variété V (cf. la formule ( I2.1ip 
pour la définition adoptée dans ce texte). On a en effet le résultat suivant : 
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Lemme 7.1 

Soit Ao un élément de l'intérieur de T^. L'application 

s^^N,r{q^'-'") (7.1) 

est bien définie et holomorphe sur T(R>o), et se prolonge en une fonction 
méromorphe sur C, avec un pôle d'ordre au plus la dimension deT en s = 0. 
Si de plus est strictement convexe, l'ordre de ce pôle est exactement 
Tg{N), et on a 



lim (s'-sW £^,T [q-' '")) = log(g) -^^(^) S;v.tv(Ao). (7.2 

s— 1^0 

Remarque 7.2 : On a donc en particulier d'après (16.40 



a 

(7.3) 

□ 

Remarque 7.3 : Si N' C N est un sous-groupe d'indice fini de on a 

lim [s'-s^^) L^,T (g"'^")] = [A^ : N'] \im [s^^sW £^.,t • (7.4) 

□ 

Démonstration : On écrit T comme le support d'un éventail régulier A. 
Concernant cet éventail, on reprend les notations introduites à la section [411 
On a alors 

,Afnintrel{(5) 

(T), (7.5) 

soit encore en termes plus explicites 



^«.T(r) = E n (nW-0 

<56A leS(l) ^ ^ 



(7.6) 



«65(1) 

On a donc 

<5eA ie<5(i) 

d'où le résultat, car le cardinal maximal des ensembles 5(1) est égal à la 
dimension de T. 

Supposons à présent T de dimension rg(A^), et montrons la dernière as- 
sertion du lemme. Comme les cônes de dimension maximale de A recouvrent 
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T et que leurs intersections sont de mesure de Lebesgue nulle, on peut écrire 

H^,Tv(Ao)= / e-<^-^o)d2/, (7.8) 
Jr 

= E [e-^y'''^dy, (7.9) 

dim{5)=rg(7V) 

/ e / ® dxi (7.10) 

dim{5)=rg(7V) Rt'o' 
dim{5)=rg(7V) 

Or, d'après (17. 7p et le fait que pour tout complexe non nul 2; on a 

lim = - , ,\ , (7.12) 

s^ol-g«^ log(g)z 

on obtient 

lim.^^(^)£^,x(g-^^")= E M?)"^'^''^ n ^^-13) 



dim(<5)=rg{Ar) 



d'où le résultat. 



□ 



7.3 Encore quelques définitions 

On fixe désormais pour toute la suite de la sectionl^une base {Xi)i(zi de 
N. On note (A/)îg/ la base duale d'une telle base, A le cône simplicial de Nu 
engendré par cette base et 

A" = E^'- (7-1) 

On définit, pour tout réel r], 

A^, = ^R>,Ar C Ni (7.2) 



Ainsi A^Q est l'intérieur de A^ 



Soit 

a : An A^-^ C (7.3) 
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une application et e > un réel tels que la série définissant ^N,A,a{(l^^) 
converge absolument pour tout s du domaine T (A^_j,) . Ceci équivaut à 
demander la convergence de la série 

E Kl^^^^'^^^ (7.4) 
yeAnN 

pour tout T] < e. 
La fonction 

iiN,A,a{q'^) ■ (7.5) 

est donc holomorphe sur le domaine T (A^__^) . Une telle fonction sera appe- 
lée fonction admissible élémentaire de multiplicité supérieure à zéro. 

Si r ^ 1 est un entier, une fonction / holomorphe sur T (A^q) sera appelée 
fonction admissible élémentaire de multiplicité supérieure à —r s'il existe une 
écriture 

/(s) = g{s) i^Ar',introl(T) (ç^^) (7.6) 

OÙ T C A est un cône de dimension inférieure à r, N' est un sous-groupe de 
N et g est admissible élémentaire de multiplicité supérieure à 0. Une telle 
fonction / se prolonge donc en une fonction méromorphe sur le domaine 
T (A^_^) pour un certain e > 0. 

Si r ^ est un entier, on appellera fonction admissible de multiplicité 
supérieure à —r une fonction / holomorphe sur le domaine T (A^q) qui s'écrit 
comme une somme finie de fonction admissibles élémentaires de multiplicité 
supérieure à — r. 

Une telle fonction / se prolonge donc en une fonction méromorphe sur le 
domaine T (A^_^) pour un certain e > 0. Par ailleurs, pour tout Aq élément 
de l'intérieur de A^, la fonction d'une variable complexe 

s^fisX^o) (7.7) 

est méromorphe sur un voisinage de zéro, et a un pôle d'ordre au plus r en 
zéro. 

7.4 Avertissement au lecteur 

Nous allons donner ci-dessous trois versions du lemme technique d'in- 
tégration destiné à évaluer le comportement analytique de la fonction zêta 
des hauteurs à partir de la représentation intégrale obtenue à la sous-section 
15.6.21 Ces trois versions seront de généralité (et de difficulté technique) crois- 
sante. Le parti pris de ne pas présenter directement la version la plus générale 
nous semble utile pour la compréhension de la technique employée. 
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La première version (lemme I7.8p est une version-jouet, très simple et 
transparente. Elle est destinée à faire comprendre l'idée élémentaire de base 
qui sous-tend les versions plus élaborées qui vont suivre, mais ne nous servira 
pas pour l'évaluation de la fonction zêta des hauteurs. 

La deuxième version (lemme 17.101) est une généralisation naturelle de la 
première, et est suffisante pour traiter le cas des variétés toriques déployées 
par une extension non ramifiée. Elle s'appuie sur un «lemme de décomposi- 
tion» de certaines fonctions caractéristiques «tordues» associées à des cônes 
(lemme l7.4p . 

La troisième version (lemmes l7. 1 21 et [7?T4l ) . la plus générale, est nécessaire 
pour traiter le cas d'une extension de déploiement quelconque, et présente 
quelques complications techniques qui peuvent la rendre un peu obscure au 
premier abord. Elle s'appuie sur des généralisations du lemme de décompo- 
sition 17.41 (lemmes 17.51 et 17. 6p 

Nous conseillons donc de ne pas aborder en première lecture les démons- 
trations des lemmes [775l 17. 6lPrT2] et 17.141 (i.e. les sous-sections 17. 5 .2] et 17.6.31) . 
ainsi que l'application qui en est faite à l'évaluation du comportement analy- 
tique de la fonction zêta des hauteurs des variétés toriques dans le cas général 
(sous-section 18.3.21) . 

7.5 Un lemme de décomposition 
7.5.1 Version simple 

Soit T un cône de A^r contenu dans A. On notera (T) le sous-espace 
vectoriel de Nji engendré par T. 

On écrit T comme le support d'un éventail régulier A. Concernant cet 
éventail, on reprend les notations introduites à la section [Ôl Pour / G A(l), 
pi désigne donc le générateur du monoïde Nnl. Pour toute partie / de A(l) 
nous noterons C(/) le cône engendré par les {pi)i£i. 

On fixe un élément z de A fl A^. On pose 

= Tn{;z + AnA^}. (7.1) 
On veut étudier la série formelle 

y&rnN 

yGz+AnN 

Nous utilisons la même technique que dans la section 4.3.3. de |Bo2| . Nous 
écrivons d'abord 

^N,r^{T) = ^ ^N,r^nmtTci{S)(T). (7.3) 

<5gA 
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Pour 5 G A, notons qu'on peut écrire 

yÊmtrel(5) ygintrel((5) 

Pour tout sous-ensemble i^' de / et tout cône C de A^r, on note C{K,z) le 
sous-ensemble de intrel(C) formé des éléments y vérifiant la condition 

Vz G K, (Ar , y) < (Ar , z) . (7.5) 

En utilisant (17.4p . on voit alors qu'on a une décomposition 

■^Af,T^nmtrel(<5)(î') = ^ { — ^Y^^ ^N,S{K,z)(T) . (7.6) 
KCI 

Posons 

M = [/] Sup (p; , A) . (7.7) 

ieA{i) 

Lemme 7.4 

Soient ô un cône de A, et K une partie de I. Soit S{1)k le sous-ensemble de 
S{1) donné par 

ôil)K = { / G (5(1), \fteK, {pi, A,) = 0} (7.8) 
et F{ô, K, z) le sous-ensemble de ô{K, z) donné par 

Fiô,K,z) = eiôi^)\WK)iK,z). (7.9) 

Alors S{1)k et F{ô, K, z) vériËent les propriétés suivantes : 

- On a une écriture 

^N,S(K,z){T) = LN,mtrcl{e{S{l)K)){T) ^N,F{S,K,z){T) (7-10) 

- F{ô, K, z) est Ëni. Plus précisément on a la majoration 

[Fiô,K,z)]^{z,\y^^''K (7.11) 

- Pour tout y G F{ô, K, z) on a 

{y,X)^M{z,X). (7.12) 

- Si K est vide, on a ô{1)k = et F{ô, K, z) = 0. 
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- On suppose en outre que {N/ (T))^ fl A"^ = {0}, que 6 est de dimension 
maximale, et que K est non vide. Alors ô{1)k est un sous-ensemble 
strict de 5(1). 

Démonstration : Cette démonstration est très similaire à celle du lemme 
3 de [BÔ2] . 

Soit y un élément de intrel(5). Il s'écrit donc de manière unique yi + y2 
avec yi G intrel(e(5(l)i^)) et î/2 e intrel(e(5(l) \ ô{1)k)). 
Au vu de la définition ( 17.81) de ô{1)k, on a 

\/teK, (y, A,) = (î/2, A,). (7.13) 

Supposons en outre que y est dans ô{K,z), i.e. vérifie 

VzGir, {y,X^)<{z,X^). (7.14) 

On a donc 

yteK, {y2,X^)<{z,\^), (7.15) 

en d'autres termes y2 est dans 6(5(1) \ ô{1)k, K, z) = F{ô, K, z). 
Réciproquement, on constate que si on a 

1/1 G intrel(e(5(l)^)) (7.16) 

et 

y2 G e(5(l) \ 5{1)k. k, z) = F{ô, K, z) (7.17) 

alors ï/i + ï/2 est un élément de ô{K, z). 
Ceci montre qu'on a une décomposition 

^N,S{K,z)(T) = Cjj^^i^tTcl(e{S{l)K))(J') ^N,F(5,K,z){T). (7-18) 

Montrons que F{ô, K, z) est fini et majorons son cardinal. Soit ï/2 un 
élément de F{ô,K,z), qu'on écrit 

2/2= Yl ^'^P^ (^-19) 

ie5{i)\s{i)K 

avec les fii dans N>o. 

Par définition de S{1)k, pour tout / de 5(1) \ 5(l)x, il existe i dans K 
vérifiant {pi , Aj) ^ 1 (rappelons que pour tout i on a {pi , Xi) ^ 0). Comme 
1/2 vérifie 

\ft G K, (2/2 , Ai) < {z , Xi) (7.20) 

on a 

pi<Sup {z, Xi) ^{z, X). (7.21) 
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Ainsi F{ô, K, z) est fini et son cardinal est majoré par 

A)['«\^«-U(;^, A)^^(^). (7.22) 

Par ailleurs un ?/2 de F (5, K, z) vérifie 

0^(Z/2,A)^ Y, {z,X) {pi,X) {z,X) (7.23) 
/e5(i)\5(i)K 

où on rappelle que 

M=[/] Sup i{pi,X)). (7.24) 

Supposons {N/ (T))^ fl = {0}. Ceci équivaut à dire que si A G A^ 
vérifie (m , A) = pour tout m G (T) alors A = 0. Mais si S est de dimension 
maximale, les (pi)«e<5(i) engendrent (T), et donc si K n'est pas vide, on ne 
peut avoir 5(1)^: = 5(1). □ 

7.5.2 Version générale 

On considère toujours T un cône de Nu contenu dans A. On se donne en 
outre A^' C un sous-groupe d'indice fini. 

On écrit cette fois T comme le support d'un éventail A^'-régulier A (i.e les 
cônes de A sont engendrés par des parties de bases de A^'), et on reprend à cet 
eff'et les notations introduites à la section [4?T1 Soulignons que pour / G A(l), 
pi désigne le générateur du monoïde N' ni. 

On fixe un élément z de A fl A^. On pose 

= Tn {z + An A^'}. (7.25) 
On veut étudier la série formelle 

y&z+Kr\N' 

Nous écrivons d'abord 

^N,rA'^) = ^ ^N,r^nmtrel(S){T). (7.27) 

SeA 

Pour 5 G A, notons qu'on peut écrire 

'CiV,T.nintrel{5)(T)= T^= T^. (7.28) 

j/6intrcl(5) i/Gintrel(<5) 

y-zeA Vie/, (a^,3;)^(a^^) 

y-z£N' y-zdN' 
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Pour tout sous-ensemble i^' de / et tout cône C de A^r,, on note C{K,z) le 
sous-ensemble de intrel(C) formé des éléments y vérifiant la condition 

Vz G {Xt , y) < {Xï , z) . (7.29) 

Pour tout sous-ensemble A de Nji, on note l'ensemble des éléments y de 
A vérifiant la condition 

y-zeN'. (7.30) 
En utilisant (17.28p . on voit alors qu'on a une décomposition 

■^Ar,T^nintrel(<5)(î') = ^ (-1)^'^' ^N,5(K,z)AT) ■ (7-31) 
KCI 

Posons 

M = [/] Sup (A^ , pi) . (7.32) 

«eA(i) 

Lemme 7.5 

Soient ô un cône de A, et K une partie de I. Soit S{1)k le sous-ensemble de 
5(1) déËni par 

ô{l)K = {leô{l),\/teK, {X^ , pi) = 0}. (7.33) 

On complète (pi)/65(i) en une base {pi)içL de N' . Soit N[ (respectivement 
N2, respectivement N^) le sous-groupe de N engendré par les {pi)ie&{i)K (^^^' 
pectivement {pi)i£6{i)\s{i)k > 

respectivement (p«)«eL\<5(i)J- 

On écrit 

z = Zi + Z2 + z^ (7.34) 

avec pour i = 1,2, 3, Zi G {N-)q. 

On note z[ l'unique élément de N' vérifiant 

z[ — zi = fil pi avec ^ pi < 1. (7.35) 

ieS(i)K 

Soit F{ô, K, z) l'ensemble des éléments de N qui s'écrivent 

y2 + zi- z[ (7.36) 

où j/2 est un élément de 6(5(1) \ 5{1)k){K, z)z2- 

Alors 5{1)k, S{K, z)z et F{ô, K, z) vériRent les propriétés suivantes. 

1. Si ô{K, z)z est non vide, alors Z3 est un élément de N' . 
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2. Si Zs est un élément de N' , on a une décomposition 

^N,S(K,z)AT) = LN'^iatrel{e{5{l)K))iT) ^N,F{S,K,z)iT). (7.37) 

3. F{ô, K, z) est fini. Plus précisément, on a la majoration 

[F{ô, K, z)] ^ ([iV : N'] (A^ , z)y^'-^^ . (7.38) 

4. Pour tout y G F{ô, K, z) on a 

- M ^ (A'' , y) ^ M (A"" , 2) . (7.39) 

5. Si K est vide, on a ô{1)k = et F{ô, K, z) = {zi - z[}. 

6. On suppose en outre que {N/ (T))^ fl = {0}, que 5 est de dimension 
maximale, et que K est non vide. Alors S{1)k est un sous-ensemble 
strict de 5(1). 

Démonstration : 

Soit y un élément de intrel(5). Il s'écrit donc de manière unique yi + î/2 
avec ï/i e intrel(e(5(l)i^)) et y2 E intrel(e((5(l) \ 5{1)k)). 

Supposons en outre que y est dans ô{K, z)z, i.e. vérifie d'une part 

yzeK, {y,X^) <{z,X^) (7.40) 

et d'autre part 

y-zeN'. (7.41) 
Au vu de la définition f l7.33p de S{1)k, on a 

\/teK, {y,\^) = {y,,X^). (7.42) 
Ainsi la condition (17.401) montre que j/2 vérifie 

\/teK, {y2,\^)<{z,X^). (7.43) 

Par ailleurs on a y — z = {yi — zi) + {y2 — Z2) + z^. En outre y — zest dans 
N', et yi — zi (respectivement ï/2 — -22, respectivement ^3) est dans (A''()q 
(respectivement {N2)q, respectivement {N^)q). On en déduit que yi — zi, 
y 2 — Z2 et z^ sont dans A^'. 

Ainsi on a 

y2ee{ôa)\5il)K)iK,z)z, (7.44) 

et 

y, e intrel[e(5(l)i,)],,. (7.45) 
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En outre ceci montre que la non vacuité de ô{K, z)z entraîne que z^, est dans 
N'. 

Réciproquement, on constate que si on a 

2/1 G miie\[Ç,{5{l)K)U, (7.46) 
y2eQ{8{l)\8{l)K){K,z),,, (7.47) 

et 

^3 e N' (7.48) 

alors yi + 2/2 est un élément de 5{K^ z)z- 

Ceci montre que si z^ est dans N' on a une décomposition 

^W.)(T)=[ Yl E T^M. (7.49) 

\y2Ge(S{l)\S{l)K)(K,z)^2 / \2/ieintrel(e(5(l)K))n / 

Par ailleurs on a 



ZI 

(7.50) 



2/ieintrel(e(5(l)K))^i î/iGmtrel(e(5(l)x)) yeintrel{e{S{l)K))+z[-zi 



Or, au vu de la définition de on a 

[intrel(e(5(l)i^)) + z[ - zi] f] N' ^ intrel [6(5(1)^)] n N' (7.51) 

soit 

J2 = T^i-^i LN'Mrem5iiM){T) (7.52) 



2/ieintrel(e{5{l)K)) 
2/l-2ieAf' 



d'où 



^iv,5(K,.)(r) = 5] L^,j„,,,i(e(5(i).))(T) (7.53) 

\y2em^mi)K)iK,z),^ I 

Montrons que F{ô, K, z) est fini et estimons son cardinal. On commence 
par remarquer que F{5, K, z) est en bijection avec Ç,{5{1)\ô{1)k){K, Z2). Soit 
1/2 un élément de 6(5(1) \ 5{1)k){K,Z2), qu'on écrit 

y2= Y l^ipi (7.55) 
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avec les /x/ dans R>o. 

Comme z e N , on a [N : N'] z e iV', donc [A^ : A^'] Z2 G N' Comme 
1/2 — Z2 & N', [N : A^'] ï/2 est dans N'. Ainsi les /i; sont dans pyT^yTj Z>o. 

Par définition de ô{1)k, pour tout / de 5(1) \ 5(l)x, il existe i dans K 
vérifiant (p; , A/) ^ 1 (rappelons que pour tout z on a (p; , A^) ^0). Comme 
1/2 vérifie 

V^Gir, (y2,An<(^,Ar) (7.56) 

on a 

P;<Sup(^,A,^)^(^,A^). (7.57) 
Ainsi 6(5(1) \ S{1)k){K, Z2) est fini et son cardinal est majoré par 

[JV : N'] [-^CDWD-l {z , A^) [^(^^^^^i)-] , (7.58) 
cette quantité étant elle-même majorée par 

{[N : N'] {z , X'')y^^''\ (7.59) 
Par ailleurs un élément 1/2 de 6(5(1) \ ô{1)k){K, Z2) vérifie 

^ (^2 , A^) < Y. ' , A^) ^ M (z , A^) (7.60) 

«G<5(1)\5(1)k 

OÙ on rappelle que 

M= [/] Sup ((pi, A^)). (7.61) 

«eA(i) 

En outre on a 

^ (zi - , A^) ^ - Y, (Pi ' ^ (7-62) 

/e5{i)x 

et finalement si y est un élément de F{ô, K, z) on a 

-M ^ (y, A^) ^ M (2, A''). (7.63) 

Supposons (A^/ (T))^ fl = {0}. Ceci équivaut à dire que si A G A^ 
vérifie (m , A) = pour tout m G (T) alors A = 0. Mais si ô est de dimension 
maximale, les (pi)ie<5(i) engendrent (T), et donc si K n'est pas vide, on ne 
peut avoir 5(1)^- = 5(1). □ 

Nous pouvons généraliser le lemme lTTSl de la manière suivante. On conserve 
les notations introduites avant l'énoncé du lemme 17751 On considère en outre 
/ C / un sous-ensemble strict de / et A C A le cône engendré par les (Aj)^gj-. 
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Soit _ 

= Tn{z + AniV'}. (7.64) 

On veut étudier la série 

^N,rST)= Yl (7-65) 

yez+ÀnN' 

Nous écrivons d'abord 

^N,r. = ^N,r. n intrci(5) (T) . (7.66) 

(5gA 

Pour 5 e A, notons qu'on peut écrire 

^^,T;nintrelw(^)= E = E (7-67) 

j/Gintrcl(<5) j/£intrel{5) 

?/-26À Vie/, (a;',î/)^(a;',^) 

2/-z6iV' Viei\T, {x-^ ,y) = {x^ ,z) 

y-zeN' 

Pour tout sous-ensemble i^' de / et tout cône C de Nu, soit C(-ft', z) le sous- 
ensemble de intrel(C) formé des éléments y vérifiant les conditions 

G K, (Ar , y) < (Ar , z) (7.68) 

et 

G / \ /, (Ar , y) = (Ar , z) . (7.69) 
On a alors une décomposition 

Une légère adaptation de la preuve du lemme ES permet alors de montrer 
le lemme suivant. 

Lemme 7.6 

Soient S un cône de A, et K une partie de I. 
Soit ô{1)k le sous-ensemble de ô{l) défini par 

'b{X)K = { / G 5(1), G U (/ \ 7), (p, , A,^') = 0}. (7.71) 
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On complète {pi)i£S{i) une base {pi)i^L de N' . Soit N[ (respectivement 
N2, respectivement N^) le sous-module de N engendré par les {P^i^^^jy 
(respectivement (Pi) i^s(i)\s(r)^ ' respectivement {pi)i^L\s(i))- 

On écrit z — Zi + Z2 + Zs avec pour i — 1,2, 3, Zi G (N^q. 

On note z[ l'unique élément de N' vérifiant 

z[- zi= ^ pi pi avec ^ pi <1. (7.72) 

ieô(X)^ 

Soit F{S, K, z) l'ensemble des éléments qui s'écrivent y2 + zi — z[ où 1/2 

est un élément de 6(5(1) \ S{1)k){K, z)z2- 

Alors les ensembles 5{1)k, S{K,z)z et F{5,K,z) vérifient les propriétés 
suivantes : 

1. Si S{K, z)z est non vide, alors Z3 est un élément de N' . 

2. Si Z3 est un élément de N' , on a une décomposition 

^N,S(K,z)S'^) = ^N',M(e(m;^))^'^^^N,F(S,K,z)iT) (7.73) 

3. F{ô, K, z) est fini. Plus précisément, on a la majoration 

'f{ô, k, z)] ^{[N: n'] {z , A^)) ^^(^^ . (7.74) 

4. Pour tout y G F{ô, K, z) on a 

-M^ {y, X"") ^M{z, X") . (7.75) 

5. On suppose en outre que (N/ (T))^nA^ = {0} et que ô est de dimension 
maximale. Alors S{1)k est un sous-ensemble strict de ô{l). 

7.6 Comportement des fonctions étudiées par intégra- 
tion 

Rappelons que nous avons fixé un Z-module libre de rang fini N, et A un 
cône simplicial de Nu. On considère en outre désormais un sous groupe M de 
tel que le quotient F = N/M soit sans torsion. On notera j l'application 
quotient A" — > F et i le morphisme d'inclusion M ^ N. On a donc une suite 
exacte de Z-module libres de rang fini 

— ^M^AT-^F — ^0 (7.1) 
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et la suite exacte duale 

— , r"^ ^ — > 0. (7.2) 

Nous aurons en particulier par la suite à considérer la situation où fl 
= {0}. Cette hypothèse équivaut au fait que i^(A^) est strictement 
convexe, ou encore que A fl Mr = [z'^(A^)]^ est d'intérieur non vide, ou 
encore que l'intérieur de A rencontre M. 

Lemme 7.7 

Pour tout s eT (A^o) on a 

^N,AnMii {q = ^M,AnMii (q * ""^^^ ■ (7.3) 
Démonstration : En effet on peut écrire 

WnM,(g-^)= E (7.4) 

yeAnM 

yeAnM 

^ J2 (7.7) 

^^M,AnM^{q-'^^'^). (7.8) 

□ 

7.6.1 Le lemme technique : forme dépouillée 

Lemme 7.8 

On a 

j ^nA3u{z) q-') dz = £iv,AnM« ■ (7.9) 



144 



Démonstration : Il suffit d'écrire 



/ E {jU^),y)q-^'^'^dz= J2 ^"^''^^ [{jU^),y)dz (7.10) 

5^ I {z,j{y))dz (7.11) 



î/eAnAf 
i(y)=o 

i/eAnM 

= ^N,AnM^{q~') (7.14) 
d'où le lemme. □ 

7.6.2 Le lemme technique : forme simple 

On se donne a : AflA^— s>Cete>0 tels que la série définissant 
^N,A,a (?"*) converge absolument pour tout s E T (A>_g). Comme déjà in- 
diqué, ceci équivaut à la condition suivante : 

pour tout r] < e, la série \ay\ g^^^^-'^^ est convergente. (7.15) 

y£Ar\N 

Pour s E T (A^q) , posons 

Ms) = j L^,A,a OU^) q-') JiN,A {jU^)q-') dz. (7.16) 

Cela définit une fonction /i holomorphe sur T (A^q) . 
Remarque 7.9 : D'après le lemme [ÏÏTSTl on peut, dans la définition (17.161) de 
/i, remplacer l'intégrale sur par une intégrale sur T'^ où F' est n'importe 
quel sous-groupe d'indice fini de F^. □ 

Lemme 7.10 

On fait l'hypothèse que F^ fl A"^ = {0}. Alors la fonction 

* ^ ~ '^Af,A,a(l) ^N,AnMR (7.17) 

est admissible de multiplicité supérieure à 1 — rg(M). 
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Démonstration : On a pour tout s de T(A^q), 



i^N,AAJui^)rn^NAJui^)<i'n 



\yeAnN 



Y, ay, {jïji^),yo + yi) q-^'°^''''^. (7.18) 



d'où 



J2 ay^q-^y^+y^'^^ 

(yo,yi)6(AnAf)2 

(7.19) 

, -{yo+yi , s) 



y {z, jiyo + yi))dz 



yiGAnN yo^AnN 
j{yo+yi)=o 



j/iGAnAf j/eAnM 
j/eî/i+AnAf 



(7.20) 



(7.21) 



On applique alors le lemme FTH avec T = AflMR. On obtient la décomposition 

/l(*) = Y 5Z(^1)'^^ ^Af,mtrel{e(5(l)K)) {q'^) Y ^N,F{5,K,yi) (ç"^) . 

(5e A ii'c/ yieAnAf 

(7.22) 

Soient 5 et K donnés. D'après les majorations (17.111) et (17.121) on a pour tout 
?7 



E 



Vl E < E I s. I (ai. ^>'""' 9" (7.23) 

yiGAnAf yeF{S,K,yi) yieAnN 

et cette dernière série converge pour tout rj < j^. Ainsi la série 



E 

yeAnN 



E 



Q 



-{y, s) 



(7.24) 



î/iGAnAT 

VeF(5,E',yi) / 
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définit une fonction admissible de multiplicité supérieure à 0. Comme fl 
= {0}, d'après le point mi du lemme ITTU la fonction 

^N,mtrelie{S{l)K)) ayj^iiN,F{5,K,yi) ■ (7.25) 

yiGAnN 

est, si i^' 7^ 0, une fonction admissible de multiplicité supérieure à 1 — rg(M). 

La contribution des termes correspondant à K = dans la décomposition 
ci-dessus est 

Si I ^ ( ^N,mtrcl{S) (ç ) = ■^A',A,a(l) X '^M.AhMr 

\yi€AnN / \SeA ) 

(7.26) 

d'où le lemme. □ 

7.6.3 Le lemme technique : forme générale 

Comme dans la sous-section précédente, on commence par se donner a : 
AniV^Cete>0 tels que la série définissant ^Ar,A,a (?"*) converge 
absolument pour tout s G T (A^_^) . 

On se donne en outre A^' un sous-groupe d'indice fini de A^. 

Pour s G T (A^q) , posons 

f2{s) = j LMA,a {jU^)q-') ^n'aUU^) Q'I dz. (7.27) 

Cela définit une fonction /2 holomorphe sur T (A^q) . 
Remarque 7.11 : D'après le lemme [ÏÏTSTl on peut, dans la définition (I7.27P de 
/2, remplacer l'intégrale sur par une intégrale sur T'jj où V est n'importe 
quel sous-groupe d'indice fini de F"^. □ 

Lemme 7.12 

On suppose que F"^ n A^ = {0}. 

1. Il existe alors une fonction g admissible de multiplicité supérieure à 
zéro telle que la fonction 

s ^ /2(s) - gis) LN',AnMn {q'^) (7.28) 

est admissible de multiplicité supérieure à 1 — rg(M). 

2. On suppose en outre que la condition suivante est vérifiée : pour tout 
y E An N, si tty est non nul alors j{y) est un élément de j{N'). Alors 
on peut choisir g de sorte qu'on ait 

gio) = W,a(l). (7.29) 
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Démonstration : On a pour tout s de T(A^q), et tout z de 

= (Y1 ay{z,j{y))q-^y'A ( . M) 'A (7-30) 



d'où 



j ^7V,A,a {Juiz)q-^) A q'^) dz (7.31) 

^ a,q-^y+^'^^ j {z, j{y + z))dz (7.32) 



(y,z)e(AnAf')x(AnAr) 



2;eAnAr ygAnAf' 
i(y+z)=0 



5^ a. 5^ g (7.34) 



zeAnAT j/gAnAT' 



y€z+AnN' 

On applique alors le lemme 17751 avec T = A fl Mr. On reprend à cet effet 
les notations du lemme 17.51 On obtient la décomposition 

56A Kcl z£AnN 

(7.36) 

Soient 5 et i^' donnés. D'après les majorations (|7.38p et (j7.39l) on a pour tout 
Tj la majoration 

E l^-l E 9''^''^^^ E (;2,A))^^(^^g^^<^'^\ 

zgAnAf y&F{5,K,z) zeAnA^ 

zseAf' 

(7.37) 

D'après la condition (17.15p . cette dernière série converge pour tout ^ < ^• 
Ainsi la série 

E (^z^N,F{5,K,z){q'^) (7.38) 

zeAnAT 
zaeAT' 

définit une fonction admissible de multiplicité supérieure à 0. 
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Comme F"^ H = {0}, l'assertion 6 du lemme [7751 montre que s\ K ^ 
ou dim(5) < rg(M), la fonction 



■C'Ar',mtrel(e((5(l)jf)) 



[q ^) ^ 0.Z LN,FiS,K,z) {q ^) • 



(7.39) 



zeAnN 



est une fonction admissible de multiplicité supérieure à 1 — rg(M). 

Écrivons la contribution des termes correspondant à = et dim((5) = 
rg(M) dans la décomposition (17.36p . Pour cela, on commence par remarquer 
la chose suivante : soit ô tel que dim(5) = rg(M) et = 0. Avec les notations 
du lemme ES on a = M n A^', A^"^ = et A^' = (A^' RM)© A^^. Ainsi, si 
z E N s'écrit z = Zi + avec Zi G (A^' fl M)q et z^, G (A'3)q, la condition 
Z3 G A^' est équivalente à la condition j{z) G j{N'). Ainsi la contribution 
considérée s'écrit 



zeAnAf, 
\jiz)ej(N') 



X 



■^Af',mtrel(5) (ç • 
ydim((5)=rg(Af) J 



(7.40) 



Pour tout 2; G A n A^, on a —M ^ {zi — z[ , \) ^ 0. Ainsi, pour r] ^ on 



, a) 



zeAnN, 

jiz)€j(N') 



zeAnAf, 



(7.41) 



et pour ^ on a 



v{zi-z[,\) 



z&AnN, 
j{z)&i{N') 



(7.42) 



Ceci montre que la fonction g définie par 
gis)= Yl 

zgAnAf, 
j{z)&j{N') 

est admissible de multiplicité positive. 
Comme on a la décomposition 

^N',AnMR {q = ^ y~^( — 1)^^^ '^Af',intrel(e(5(l)y)) 
<5gA Kcl 



(7.43) 



(7.44) 



et que, pour K 7^ ou dim{ô) < rg(M), la fonction s ^ ^N',mtTciie(S(i)K)) 
est admissible de multiplicité supérieure à 1 — rg(M), on déduit de ce qui 
précède que 

f2{s) - g (s) a N', An Mn{q'^) (7-45) 
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est admissible de multiplicité supérieure à 1 — rg(M). 

Supposons à présent que pour 2; G A fl la condition 7^ entraîne 
j{z) G j{N'). On a alors l'égalité 

J2 a, = ^ a, (7.46) 

z^AnN, zGAnN 

ce qui signifie exactement que g{0) = ^N,A,a{'^)- D 
Remarque 7.13 : S'il existe y tel que a^^ 7^ et i{y) ^ j{N'), la conclusion 
du point [2] du lemme \TÂ2\ peut être mise en défaut : il se peut que /2(s) soit 
admissible de multiplicité supérieure à 1 — rg(M), même si i^N,A,a{^) est non 
nul. En d'autres termes, dans ce cas de figure, on «perd» le contrôle du terme 
principal (ce qu'il faudra bien sûr éviter absolument lors de l'application au 
calcul de la fonction zêta des hauteurs). 

A titre d'exemple, considérons le cas où AT = A = Rio, M = Z (1, 1), 
N' = 2 N , et a : ^ C est donnée par a(2,i) = 1 et = si |/ 7^ (2, 1). 
On a alors j(l, 0) = — j(0, 1) et on identifie F à Z au moyen de la base j(l, 0). 



Pour z G U, on a. alors 



(7.47) 



(1 -22g-2«i)(l_;2-2ç-2s2) 

(7.48) 

^2ni-2n2+l ^-2 (ni+1) si -(2 na+l) S2 

(ni,n2)eN2 



(7.49) 



et de cette dernière expression, on déduit aussitôt qu'on a 

J ^N,A,a {ju{^)q-') ^N'AUui^) = 0. (7.50) 



On pourra constater par contre que si on définit a par 0(3 i) = 1 et = 
si y 7^ (3, 1), les hypothèses du point [2] du lemme \T?Ï2\ sont vérifiées. De fait. 
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un calcul similaire montre qu'on a alors 



^N,A,a {jU^)q-') iiN'Ajui^)<l-n = (7-51) 

(7.52) 
□ 

Le lemme 17.121 va en fait nous servir à traiter le terme principal de la 
fonction zêta des hauteurs, qui correspond (à une constante multiplicative 
près) au terme Ii dans la formule (15.87p . Nous avons besoin d'un autre lemme 
pour traiter les termes restants, à savoir les I^, pour x ^ \ Ker(7*), 
apparasissant dans cette même formule. On conserve les notations introduites 
avant l'énoncé du lemme [7!T2l On considère en outre J C / un sous-ensemble 
strict de J, et A C A le cône engendré par les (Aj)^gj. 

Si on suppose que F vérifie F"^ fl A^ = {0}, A fl Mr est d'intérieur vide 
dans Mr. En effet ce cône est le dual du cône i{A), qui contient la droite 
engendrée par l'élément non nul i{Xio), où io ^ /. 

Pour s eT (A^q) , posons 

h{s) = j Jir,,A,a (jU^) q-') ^M'rMi^) ^'^)dz. (7.53) 



-Ssi— 3 



zery 



Cela définit une fonction /s holomorphe sur T (A 



Lemme 7.14 

On fait rhypothèse que F^ H A^ = {0}. Alors la fonction /s est admissible 
de multiplicité supérieure à 1 — rg(M). 

Démonstration : On a pour tout s de T(A^q), et tout z de F^ 

\yeAnN / \y(=AnN' J 
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d'où 

j ^N,A,a {jU^)q-') ^;v',Â (Jui^) dz (7.55) 
a,g-<^+"'^> j z^^y+'^dz (7.56) 

(î/,^)G(ÀnAf')x(AnAf) 

i(y+2)=0 

= E E ^'^"^^^^^ (7-58) 
= E E (7-59) 

On applique alors le lemme EU avec T = A fl Mr. On reprend à cet effet 
les notations du lemme 17.61 On obtient la décomposition 

/3(^) = E E(-l)"" ^iV',intrel(e(^(î)^)) (^^^ E ^^^N^HS^K,.) (^"1 " 

(SeA zGAnAf 

23GAf' 

(7.60) 

Soient 5 et donnés. D'après les majorations (17.741) et (I7.75p on a pour tout 
77 la majoration 

E E 9"^''"^^ E l«.|(^^ A))'^s(^) g''^^^'"^. 

^6ArW yeF{S,K,z) z£AnN 

D'après la condition (17.15p . cette dernière série converge pour tout < ^• 
Ainsi la série 

^ Ln^f{5,k,z) {q~^) (7.61) 

zeAnN 

définit une fonction admissible de multiplicité supérieure à 0. 

Comme fl A"^ = {0}, le point [5] du lemme ES montre que la fonction 

zgAnAf 

est une fonction admissible de multiplicité supérieure à 1 — rg(M). □ 
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8 Application aux fonctions zêta des hauteurs 

8.1 Préliminaires 

Rappelons que X{T) ^ s'identifie à un sous-groupe de Z^*^^^^*^ via la suite 
exacte 

— > XiT) ^ Z^(^)/^ ^ Pic(XE) — > H\G, XiT)) — > (8.1) 

tirée de la suite exacte (I4.1ip en prenant les G-invariants. 
Soit m G X{T)'^ vérifiant 

VaeS(l)/G, (m,p„)^0. (8.2) 

Alors on a 

VaGS(l), VpGa, (m,p)^0. (8.3) 

L'éventail S étant complet, ses rayons engendrent X(T)^, ce qui entraîne 
m = 0. Nous avons donc 

x(T)^nz|[,'^/^ = {0} (8.4) 

(on aurait pu aussi invoquer directement le fait général que Ceff(-^s) est 
strictement convexe). 

Dans le cas fonctionnel, on tire par ailleurs de (14.111) un complexe 

2)t,s 2)tp, ©T. (8.5) 

Notons Î't^ns noyau du morphisme D^p Dt- Rappelons que nous avons 
noté D9p l'image de ce morphisme dans Dt- On a donc une suite exacte de 
Z-modules libre de rang fini. 

^ Vt,^ (8.6) 

et la suite exacte duale 







.(Œ)0)^^(œ)^,J'^(D°J^^O. (8.7) 

Comme (14.1ip est une résolution fiasque de X{T) (lemme [42l) . d'après la 
proposition 13.401 l'indice dans T)9p^^ de l'image de "^t^^ dans î)^^^ est égal à 

[H\G,X{T))][QT^,][er]%T 



On pose 

Co = lim (s - 1) / H{~s^,,t)uT{t). (8.9) 



T{K)nT(AK) 

On montrera à la sous-section 18.4.11 que Cq est non nulle. 
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8.2 Application du lemme technique dans le cas ari- 
thmétique 

Rappelons que d'après le corollaire 15.481 on a pour tout élément s de 
T (ll^Q^^^^^ la représentation intégrale 

(^(¥^0 + ^)= Y. H{t,-s-^o) (8.1) 
[AiT)] 



J F{s-t^M)dy. (8.2) 



où F est la fonction définie dans l'énoncé de la proposition l5.46[ En particulier 
F est une fonction holomorphe sur T ^R^q^'*'''^ j , et il existe un e > tel que 
la fonction 

^-^(^) n ITT 

aeS(l)/G " 

se prolonge en une fonction holomorphe sur T ( R>_£. ] qui d'après le point 

[3] de la proposition 15.461 est X(T)p^-contrôlée au sens de |CLTsl Définition 
3.13]. 

D'après (ElT]), on a 

Co = limsP«/^]F(s(^o)- (8.4) 
On déduit alors du théorème 16.21 qu'il existe un e' > tel que la fonction 

Ris) = Cni^o + s) ^(y) ° -^(z^(i)/g),^(R^w/^^ (^(*))' (S-^) 



se prolonge en une fonction méromorphe sur T (nl^lli^^ , vérifiant 

Vs G T (rI^o^^^) , lim s'-sP'^^^^) R{s ^o) = (8.6) 

La formule (16. 3p et la suite exacte (18. ip montrent par ailleurs qu'on a 

2^zE(i)/G)_^(Rsa)/G)(vr(s)) = [H\G,X{T))] Epi^^x^)^c,six^){T^is)) + R{s). 

(8.7) 

On en déduit que la fonction 

S' — ^ C^o(s) = Ch(s<^o) (8.8) 
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prolonge en une fonction méromorphe sur T(R>i_e/) avec un pôle d'ordre 
rg(Pic(X2)) en s = 1, de terme principal en s = 1 égal à 

[i/^(G,X(T))]«*(X,)[^^P^. (8.9) 

8.3 Application du lemme technique dans le cas fonc- 
tionnel 

8.3.1 Le cas d'une extension de déploiement non ramifiée 

On suppose dans toute la sous-section \8. 3.i\ que la variété torique est 
déployée par une extension non ramifiée. 

Rappelons que d'après le corollaire 15.551 on a alors pour tout élément s 

de T ('r^I^'*^'^ j la représentation intégrale 



= \og{qy^(MT)o, ^(y) E W (8.1) 



OÙ, pour X ^ ^T, -^x(*) 1^ fonction donnée par l'intégrale 



aGS(l)/G 

(8.2) 

Soit P la série formelle 



QeE(i)/G 



E n ^K^l'^-^c^^Xa) llQ^,.{xp{^^,) q-''^^')- (8.3) 



X 

xeUr aeS(l)/G v£Vk 



D'après (12.6p . le lemme EU] et le lemme [5.361 P a un rayon de convergence 
supérieur à ; en outre, pour tout s G T ^R^^^^'^j et tout z G X(T)j}, on 
a d'après le lemme [57361 et le lemme [5TT6I 

P{{z,d^p^)q-^^-'"^) 



n (1 - (2, rf,p„) g-'^'^-") 

aeS(l)/G 



E n ^K4xaA^,d^Pa)q-'"^'"^''^) Ù{x,M^)q-'-''")- (8.4) 

xelCr q:6S{1)/G 
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1 f P{{z,d^Pa)q-''-'-)^^^^,ya 



On peut donc écrire 



zeX(T)g aGS(l)/G 

(8.5) 



Lemme 8.1 

On a 

P(l) = log(g)P«/«l Co. (8.6) 

Démonstration : Comme est déployée par une extension non rami- 
fiée, d'après le corollaire 13.341 on a T{K) fl T{Ak) = T(Ax). Ainsi on a 

Co = lim {s - 1) ^/f(l, -s y^o)- (8.7) 

D'après f l5.97p et la remarque qui suit, on a 



,aGS(l)/G 



d'où 



Co = lim s n Zk^ iq-''- 0(1, ^o) (8.9) 

aGE(l)/G 

D'après le lemme 15.411 Ker(7*) s'identifie à A{T)* . Or, comme l'extension de 
déploiement L/K est non ramifiée, d'après le corollaire 13 . 341 A (T) est trivial, 
donc Ker(7*) également. En particulier, si x ^ \ {1}, X n'est pas dans 
Ker(7*), et donc l'un au moins des caractères Xa 6st non trivial. D'après le 
lemme EU ceci montre l'égalité 

lim n (g-^"(^+^)) n(l,g-(^+i)^°) 

aGS(l)/G 

= ^'"^'^^''^ E n n (x, g^^-^^)^») . (8.10) 

X&Ut aeE(l)/G 
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Mais d'après (18.4p . on a 

lim . Yi n ^"''^ ^'^'^) û 5^^^'^"°) • 

XSUt aeS{l)/G 

p(r,-dc. s\ [S(l)/G] 

= — rr-T^ ^ = ^(1) lim ^ ^ (8.11) 

aeS{l)/G aeS(l)/G 

d'où le résultat. □ 
Reprenons à présent les notations de la section [7l Le rôle de la suite exacte 
(|7.1I) est ici joué par la suite exacte 

2^T.s ^ '^T,^ J^V'^-.0. (8.12) 

On pose / = S(l)/G, et on prend pour base (Aj) la base (daD^) de I^Tp^- 
On prend pour a la fonction donnée par les coefficients de la série formelle 
P. On a donc, d'après (18.51) et le lemme lÏÏTTGl 

Ch (<^o + s) = iQg(g)rg(x(r)g) b{T) I ^^""^^^ '^"'^ i:^,A(7c/(^) g"")c?^ 

(8.13) 

D'après le lemme [STTl on a 



/:^,A,a(l)=l0g(g)P(^)/^l 



J]t/JCo^O. (8.14) 



Nous appliquons alors le lemme [7TTU] (ce qui est licite d'après (18.41) ). en tenant 
compte de la remarque 17.91 et du fait que X{T)'^ est un sous-groupe d'indice 
fini de (2)0 )"". 

Nous obtenons ainsi le lemme suivant. 

Lemme 8.2 

La fonction 



est admissible de multiplicité supérieure à 1 — rg(Pic(XE)). 
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Lemme 8.3 

Il existe un e > tel que la fonction 

s^CH{s(j)o) (8.16) 

se prolonge en une fonction méromorphe sur T (i?,>i_£) avec un pôle d'ordre 
rg(Pic(Xs)) en s = 0, et vérifiant 

lim.^s(Pic(x.))^^(^^^) = [H\G,XiT))] [Ct] ^-^^^^ a* (X^) . (8.17) 

Démonstration : Du lemme [8^ on déduit aussitôt qu'il existe un £ > 
tel que la fonction s (h{s ipo) se prolonge en une fonction méromorphe sur 
T (R>i_e) avec un pôle d'ordre rg(Pic(X2)) en s = 0, et vérifiant 

,'-s(P'^(^-))£^„ ^^^^0 (g-^'^°)l. (8.18) 



X lim 



Mais on a 



rg(Pic(X.)) ^ (ç-s^o) 
s— i-0 ÎNS ÎNS ^ ' 



[H'^{G,X{T))] [Ct] ,„„^„^-rg(Pic(X5:))^*^ 



\og{q)-'^^'^''^''^>>a*{X^). (8.19) 



La relation f l8.19p sera démontré à la sous-section suivante (démonstration 
du lemme ISTfl) dans le cas où l'extension de déploiement n'est plus supposée 
non ramifiée. Supposer l'extension de déploiement non ramifiée ne simplifie 
pas notoirement le calcul (on y gagne simplement le fait que certains termes 
apparaissant dans le calcul, comme [A(T)] et Xt, sont triviaux). □ 

8.3.2 Un cas plus général 

On suppose dans toute la sous-section \8. 3.Ë. que le G-éventail S est tel 
que toutes les places de K vérifient l'hypothèse \4.^ Nous expliquerons en 
appendice comment adapter le raisonnement au cas général. 

Rappelons que d'après le corollaire 15.541 on a alors pour tout élément s 

de T ^R^j^^'''^ j la représentation intégrale 
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où /i(.s) est la fonction donnée par l'intégrale 



/ ( n ZK^i^^d^p.) q"'"-'-)U{luiz)q-^) dz (8.21) 



et /^(s) est la fonction donnée par l'intégrale 

/ n ^K^XaAz, d^p^) q-'^'-'-)] f{xnuiz)q-') dz. 

zeX(T)g V^^W/G I 

(8.22) 

Étude de pour x G Ut \ Ker (7*). Soit x e IXrVKer (7*). Étudions 
l'intégrale 

^x(*)= / n ^K^{Xc.,{z,d^p^) q-''-'-)U{x.lu{z)q-') dz. 

(8.23) 

Rappelons que d'après le lemme lÏÏTSTl la série f (x, • ) est une série formelle 
de rayon de convergence supérieur à g~2 et D-r-compatible. 

Comme x n'est pas dans Ker (7*) l'ensemble (S(l)/G);^ des a G S(l)/G 
tel que Xa est non trivial est non vide, et, par le lemme 15.11 pour de tels 
a la fonction (Xa^ • ) est un polynôme. Pour les autres a la fonction L 
correspondante est une fonction zêta. 

Ceci montre, compte tenu également de la proposition 12.11 que la série 



,«^(S(l)/G);, 



X 



n I f(x,(g-'^.)) (8.24) 

,ae(S(l)/G);, 



a un rayon de convergence supérieur à g 2 et est iDr-compatible. On a pour 
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tout seT (r>Î)^^^^) et tout z G X(T)^ 

^a^(E{l)/G)^ 



X 



,ae{S{i)/G)x 



(8.25) 

On a donc 

y n (i-(.,^.p.)g-----) ^" ^'-'^^ 

Reprenons les notations de la section [7l Le rôle de la suite exacte (I7.ip 
est ici joué par la suite exacte 

{^{P§)Y ^ [PiY ^ {XiTfY 0. (8.27) 

On pose A^' = Dt^^, / = S(l)/G, 7= (S(l)/G) \ (S(l)/G)^, et on prend 
pour base (Aj) de la base {Da)aeY;(i)/G- prend pour a la fonction donnée 
par les coefficients de la série formelle P(x, • )• On peut alors écrire 

I^{s + ifio)= j LN,A,a{luiz)q-^) Lj^,j^{-fuiz)q-')dz (8.28) 
zex(T)G 

On applique alors le lemme EH] et on obtient ainsi le lemme suivant. 

Lemme 8.4 

La fonction 

sh^I^{s + (po) (8.29) 
est une fonction admissible de multiplicité au plus 

[J:{1)/G] - rg {X{Tf) - 1 = rg(Pic(Xs)) - L (8.30) 

En particulier, il existe un e > 0, tel que la fonction s i— ^ L^((s + l)v^o) se 
prolonge en une fonction méromorphe sur T (R>_£), avec un pôle d'ordre au 
plus rg(Pic(X2)) — 1 en zéro. 



160 



Étude de I^. Pour mémoire, est donnée par l'intégrale 

/ ( n ZK^{{^,d^p^) q-'-^'^)] fhuiz)q-^) dz. (8.31) 

Soit P la série formelle 

P{^) = f n (1 - 1''" (^"'" 1 ^ f ((^'' ^")) • (8-32) 

\aes(i)/G y 

D'après (12.61) . le lemme 15.391 et le lemme 15.191 P est une série formelle de 
rayon de convergence supérieur à et D^-compatible. On a, pour tout 

s G r (R^^_'y^) et tout z G X(T)g 
P{lu{z)q'^) 



n (1 - (2, rfaPa) g-'^'^^-: 

aGS(l)/G 



n ZK^{{z,d^p^)q-'-^^-^'^)\^{^u{z)q-^'^'''^). (8.33) 

,aeE(l)/G 



On a ainsi, pour tout s eT {l^^^l^^ , 

^ ^ /■ P(7t/(^)g'^)„gs(i)/G 



Lemme 8.5 

On a 



P(l) = log(g)P(^)/^l Co. (8.35) 

Démonstration : D'après le lemme [5^401 on a pour tout s G T (R>o) 

y i/(-(.+i)^o),t)^T(t)= n ^A'. ^^^'^) j f (g "^^^'^^°) 

(8.36) 



T{K)nT{AK 



a6E(l)/G 
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Par ailleurs on a, d'après (18.331) . 

"eS(l)/G / a6E(l)/G 

On en déduit qu'on a 

C, = lim / H{-{s + 1) v^o), t)^T(t) 



(8.38) 



T(ii-)nT{Aj^) 



- lim sP(i)/^] ^^^^^ (8 39) 

QeE{i)/G 

= ^(1) lim — Pf T. ^ (8-40) 

aeS(l)/G 

d'où le résultat annoncé. □ 
Reprenons les notations de la section [71 Le rôle de la suite exacte (17. ip 
est ici joué par la suite exacte 

^ Vr,^ ^ ^ 0. (8.41) 

On pose / = S(l)/G, et on prend pour base (Aj) la base (daD^) de I^Tp^- 
On prend pour a la fonction donnée par les coefficients de la série formelle 
P. On peut alors écrire 

Ii{s + ipo)= j liN,\,a{lu{z)q~^) liN'Alu{z)q~^)dz. (8.42) 
D'après le lemme lSTTl on a 

i:^,A,,(i) = iog(g)p(i)/^] {^'^'^ ^° ^ °' ^^'^^^ 

Comme on a j(A^') = 7^(!Drp^) = D^, d'après la définition 15.171 le fait que 
P soit Dy-compatible signifie que a vérifie la condition suivante : si ay est 
non nul alors j(y) est un élément de j{N'). 

Nous appliquons alors le lemme \T7L2\ (ce qui est licite d'après (18.41) ) en 
tenant compte de la remarque 17.111 et du fait que X{T)'^ est un sous-groupe 
d'indice fini de (D^^)^- Nous obtenons ainsi le lemme suivant. 
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Lemme 8.6 

Il existe une fonction admissible g de multiplicité supérieure à zéro et vérifiant 

(7(0) = loggP«/^l {Ud}j Co (8.44) 

telle que la fonction 

s Ii{s + ipo) - g{s) L^o ^n-DO (g^^) (8.45) 
est admissible de multiplicité supérieure à 1 — rg(Pic(Xs)). 

Conclusion 
Lemme 8.7 

Il existe un e > tel que la fonction 

s^Ch{s^o) (8.46) 

se prolonge en une fonction méromorphe sur T (Ryi^s) avec un pôle d'ordre 
rg(Pic(Xs)) en s = 0, et vérifiant 

lim.^s(P-(^-))CH(^^o) = [H\G,XiT))] [er] a* (X^) . (8.47) 

Démonstration : Des lemmes 18.41 18.61 et de fl8.20p , on déduit aussitôt 
qu'il existe un e > tel que la fonction s h-» (^isipo) se prolonge en une 
fonction méromorphe sur T (R>i_e) avec un pôle d'ordre rg(Pic(XE)) en 
s = 0, et vérifiant 

s— ►O 

[A{T)] log(g)P(i)/^] (Ude) Co 



— lim 

Xt log(g)'-g(^(^)'') b{T) s^o 



(8.48) 
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Mais on a 



lim3rg(Pic(X,))^ 



H^{G,X{T))] [Cr^g] [Cr] %t jjj^ grg{Pic(Xs)) £ 



7^ BT^J,An7^ 25t^ 



log(g)' 



-rg{Pic(XE)) ^* 



(8.49) 

(8.50) 

(8.51) 
(8.52) 



La première égalité vient de (17. 4p et (18.8p . la seconde de ( 17. 4p et du fait que, 
par définition, 2)tns d'indice [Ctns] dans Pic(Xs)^, et la dernière égalité 



vient de (17.31) . Comme on a 



-Tp^ 



Y[da et 



rg(Pic(Xs))+rg {X{Tf) = [m/G] 
on en déduit le résultat annoncé. 



(8.53) 

□ 



8.4 Calcul du terme principal de la fonction zêta des 
hauteurs 

8.4.1 Calcul de Cq 

Nous calculons à présent la constante Cq définie en ( 18.91) (et montrons en 
particulier qu'elle est non nulle). 

Lemme 8.8 

On a 



Co = lim (s-l)P«/^l I H{ 



T{K)nT{AK) 

= i{X{T))^H{X^). (8.1) 

Démonstration : La première égalité est la définition de Cq. Montrons 
la deuxième égalité. D'après le scindage 



T{K) n T{Ak) = T{K) X T{AKr (8-2) 
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donné par le lemme [3.321 et la définition (|3.6p de ujt on peut écrire pour tout 
s e T (R>i) 

H{-{s,...,s),t)ujT 



T{K)nT{AK) 



CK,dim{Xs) / TT^^i,(-(-5, ...,s),t) ® d^i., 
T(K)^ 



X JJi/,(-(s,...,s),t)c?/i,. (8.3) 
vis 



D'après le lemme [5?29l on en déduit 



T{K)nT{AK) 

= Ck, dim{Xs) 



T(K)^ 



Ls{s,P^) l[Q^AQv '')pem)/G.- (8.4) 



On en tire 



lim (s-l)P«/^] J H{-{s,...,s),t)ujT 

I (n^.(-(i,...,i),t)) ® d^^, 



TiK)nT{AK) 



X JJ(5s,^(g/'')/3es(i)/G„- (8.5) 



Par ailleurs, toujours d'après le lemme [5?29l on a pour v ^ S 

Q^,M'^'') = L,{l,Pj,)-^ j i/,(-(l,...,l),t)d/i, (8.6) 



T{K^) 

L.{l,X{T)) 
L.{1,Pj:) 



J H,{-{l,...,l),t)uT,., (8.7) 
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la deuxième égalité provenant de la définition (13.31) de dfiy. D'après le lemme 
12.41 et la suite exacte (j4.11l) . on a donc 



L,(l,Pic(Xs,L)) 

T{K^) 

On en déduit que la limite 

lim j H{-{s,...,s),t)ujT 

T(K)nT{AK) 

est égale à 

ni:.(l,X(T))L,(l,Pic(Xs,L)) 



(8.8) 



(8.9) 



X CK,dira{X^) / JJi/^(-(l, . . . , 1), t) J 

T{K) 



.es L,(l,Pic(Xs,L)) 



D'après le lemme HÂÔl on a 



Ck, dim{Xs) 

T(K) 



I (n^.(-(i,...,i),x)) 



.es L,(l,Pic(X2,L)) 



. L,(l,Pic(Xs,L)) 

âL.(l,Pic(X,.,))ll y L.(l,Pic(X,,,))- ('-^^^ 

En utilisant encore une fois le scindage f l8.2p et la définition M.lip de c^Xs 
on trouve 

/ ^Xt,.v TT [ ^Xt,.v 

.f^IÔMM^^ -"-i y L.(i,Pic(Xs,^)) 



£(Pic(Xs,L))-' y ^x,. (8.12) 



T{K)r\T(AK) 
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D'après le lemme HTTl on a 

= / ^Xs- (8-13) 



T{K)nTiAK) XsiK) 

Finalement, on trouve 

lim J H{-{s,...,s),x)ujT 

T{K)nT{AK) 

UUl,X{T))L,,{l,Pic{X^,L)) 



J ujx^. (8.14) 



D'après le lemme EIH et la suite exacte (I4.1ip . on a 

£(Ps)=^(X(T))£(Pic(Xs,L)) (8.15) 

et 



ni:.(l,X(T))L,(l,Pic(Xs,L)) 
vas 

n^.(i,^s) 



(8.16) 



□ 



d'où le résultat annoncé, au vu de la définition (14.101) de 7iî(Xs). 

8.4.2 Cas arithmétique 

D'après la relation (13.151) du lemme 1X321 on a 

. i^-'g-^pg^-;^-^-))! ,8,7, 

De plus, par le théorème d'Ono (théorème I3.4ip , et la définition (I3.12p de 

r(T), on a 

^^^^^^^ " ^ " [i/HG,x(T))]- ^^-^^^ 

On en déduit, compte tenu du lemme [8^ 

[A(r)] Co = [A(T)] ^ (X(T)) 7h(Xs) (8.19) 
6(T) 



[iJi(G',X(T))] 

K^) 

[m{G,X{T))] 



[H\G,Vic{Xj,^l))\ 1h{Xj,) (8.20) 
/?(X2)7h(X2). (8.21) 
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Dans le cas arithmétique, le terme principal de la fonction zêta des hau- 
teurs en s = 1 est donc, d'après ()8.9I) . 



= a*{Xs)P{X^)-fH{Xj,). (8.22) 

8.4.3 Cas fonctionnel 

D'après la relation f l3.15p du lemme [3T32l on a 

[AiT)] [ni(T)] = H\G, Pic(Xs,L)). (8.23) 

Par le théorème d'Oesterlé (théorème 13.411) et la définition ( 13.131) de r(T), 
on a 

f(X(T)) - ^(^^ - ^(^) ["^(^)] rs 241 

'^^^'^^ T{T)[er] [er]mG,x{T))y ^'-'^^ 

On en déduit, compte tenu du lemme \8M 

[A{T)] Co = [A{T)] l [X(T)) 7^(Xs) (8.25) 

m 



[Ct] \H\G,X{T))\ 

m 

[e^] \H\G,X{T))\ 



[iJi(G',Pic(X2,i))] 7^,(Xs) (8.26) 
(5{X^)lu{X^). (8.27) 



Le terme principal de la fonction zêta des hauteurs en s = 1 est donc, 
d'après le lemme [8771 



mc^nm m ^--(^^) [e,] [^'Sx(T))] ^(^-)^-(^-) 

= a\X^)^{X^)^u{X^)- (8.28) 
Ceci achève la démonstration du théorème 14.131 



A Appendice : le cas où l'hypothèse 14.81 n'est 
pas vérifiée 

Dans le cas fonctionnel, nous indiquons à présent comment adapter ce 
qui précède au cas où certaines places de v ne vérifient pas l'hypothèses I4.8[ 
Soit e un entier strictement positif divisibles par tous les e^. 
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Ainsi, pour tout v G Vr, pour tout ip E e PL(S)'-^ et pour tout t G T{Ky), 
{(p , t)j.^^ est entier 

On peut donc définir un accouplement 

. (ePL(Ef)^. xT(ir„) C* 

vérifiant 

V(^G (ePL(S)G)^ = PL(E)g, Vt G T(A;,), i/.(v^, t) = i^e,. (^^ • 

(1.2) 

Dans toute la suite, on identifiera PL (S)^ à C^(^)/^ non plus au moyen 
de la base {0^}, mais de la base (e Da). On notera (s^) l'élément de C^'-^-'^'^ 
correspondant à un élément de s de PL(E)^ via cette identification. Ainsi 
on a Sa = es^ pour tout a G S(l)/G. 

Soit 

E «(mII^S" (1-3) 

(n„)eN^(i)/G 

une série formelle, et z un élément de (C^) tel que la série définissant 

P{z) converge absolument. Si on voit z comme un élément de (eP§)^y, on 
a donc 

Pour tout z G (eX(T)'^)j_,» tel que la série définissant P(7cx(z)) converge 
absolument, on a donc 

^(7cx(^))= E «(ne) ^E'^"^"/ • ^^•^) 

(n„)GN^(l)/G \ ' 

La définition de la compatibilté est modifiée comme suit : pour tout sous- 
groupe M de i {X{T)'^y et tout G N^^^^/*^, le monôme H ^â" est 

aes(i)/G 

dit M-compatible si on a 

^'QE^«^«) (1-6) 

autrement dit si on a 
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On voit qu'un monôme / est M-compatible si et seulement s'il existe un 
élément m de M vérifiant 



\/ze{eXiTf)^,, /(7cx(2)) = (2,m) 



soit encore 



VzGX(r)gx, /(7cx(;^^)) = (;z%m). 



[1.8) 



:i.9) 



Par ailleurs pour tout a G le monôme z^'^"' est D^-compatible. 

On peut vérifier alors que tous les résultats de la sous-section l5.4.3l (à par- 
tir du lemme [5T2Ti ) et de la sous-section 15.5.21 restent valable, en remplac ;ant 
dans les énoncés et définitions toutes les occurences de 9)^ (respectivement 
de Xz pour z G X(T)^, respectivement de 7[/(^) pour z G X(T)j}) par 
S)e,v (respectivement Xz<=, respectivement 'Jui^)) et toutes les occurences des 
expressions du type «de rayon de convergence supérieur à g"» avec a G R 
par «de rayon de convergence supérieur à g ~ ». 

On obtient pout tout s G T (r^Ï^^^) et tout x e (T(Ax)/K(T))* 



his) 



H{-s,t) Xz{t)Mt) 



X{T)G 



dz. 



dz. 



T(K)nT{AK) 



(1.10) 



(1.11) 




et 



'S'H {xz X, -s) dz 



X(T)g 



^'H {xz- X, -s) dz 



(1.13) 
(1.14) 



X{T)g 



= / ( n ^K^{x.A^\d^p^) q-'-'^^'M f{xnuiz^)q-')dz. 
xiT)0 y 

(1.15) 
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On peut alors adapter le raisonnement de la sous-section 18.3.21 Pour 
le rôle de la suite exacte (j7.ip est joué par la suite exacte 

{n{ePE)y ^ \ [P^y ^ \ {XiTfy ^ (1.16) 
et pour II, par la suite exacte 

^ Dr,^ ^ DO ^ 0. (1.17) 

Comme dans le cas déjà traité, on en déduit qu'il existe une fonction 
admissible g de multiplicité supérieure à zéro et vérifiant 




(1.18) 



telle que la fonction 

s ^ Ch{s + (po) - g{s) L^o AnD" (Ç^^) (1-19) 

-'ns -'ns ^ 

est admissible de multiplicité supérieure à 1 — rg(Pic(Xs)). 
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